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1. Sia z € C tale che |z| = 1. Si puo verificare che la successione {z"}, N non converge, se non
quando z = 1. Studiare pero il limite
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Sia poi U € C™*" una matrice unitaria. Mostrare che
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dove P ¢ il proiettore sul sottospazio invariante H C C™ dei vettori tali che U f = f.

Sugg. Dimostrare che C* = H @Y, dove Y ¢é lo span dei vettori della forma Ug — g.
Soluzione. Se z # 1, usando la formula per somma di una progressione geometrica si
ottiene
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quindi si ha convergenza a 0, mentre se z = 1 la media vale sempre 1, pertanto
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se z = 1.

Dimostriamo che 'ortogonale di H = {f € C": Uf = f} & generato dai vettori della forma
Ug — g. Infatti, dato che U & unitaria, si ha U* = U~! e quindi se f € H si ha

< fUG>=<U*f,g>=<U"1f,g>=<f,g> VgeCn,

da cui segue che < f,Ug — g >= 0, cioe f L Ug — g. Usando la diseguaglianza di Cauchy-
Schwarz si ottiene
< fan_f>:< fan> - <faf >§ 07

dato che |[Uf|| = ||f|l. Se inoltre f ¢ H allora allora Uf # f e quindi
< f,Uf—f><0,
pertanto f non & ortogonale a U f — f e quindi H & il complemento ortogonale del sottospazio
(chiuso) generato da Ug — ¢ al variare di g € C".
Orase fe X siha Pf=feU"f = f per ognin €N da cui segue la tesi banalmente.
Nel caso f = Ug — g si ha Pf = 0 ma anche U™ f = U""lg — U"g da cui segue
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e quindi la tesi dividendo per N — M e passando al limite.



2. Sia 0 < p < 1 esia Q C R™ aperto limitato e si consideri

LP(Q) := {f : 2 — R, misurabile e t.c./ |f(z)|P dz < oo} .
Q

Mostrare che la quantita || f[|, := ([, |f(2)[? dz) Y hon & una norma quando 0 < p < 1.

Mostrare che pero vale la diseguaglianza
Vpe (0,1)  f+gllp <IFI5+ gl VFgeLP(Q)

Soluzione. Osserviamo che vale | Af|l, = |M||f|l, (omogeneita) per ogni A € R, ma la
diseguaglianza triangolare non vale. Basta considerare per esempio Q = (0,2) e f = x(0,1)E
e g = X(1,2)- Si ha infatti

£l =lglly =1 [If +glp=2""ma 2P <14+1=2+=p>1

Per verificare la diseguaglianza voluta basta integrare la diseguaglianza
[f(@) +g@)” < |f(@)]" +g(@)["  VzeQq,
e questo deriva dalla diseguaglianza
(a+0b)P <aP +0* Va,beRT,
che si verifica osservando che la funzione
F(a) = (a+b)? —a?
risulta tale che F’(a) < 0 per ogni b fissato.

3. Sia p una misura di probabilitd su R (non-negativa tale che y(R) = 1) e si definisca la
funzione zi : R — C come

(€)= | e dula).

a) Mostrare che i € Cy(R). Si ha che i — 0 per £ — +o0?

La funzione continua F : R — C si dice definita positiva se la matrice A := F(z; — ) €
definita positiva per ogni N € N e per ogni scelta dei punti z,, € R (conn =1,...,N) si ha

ZZF(xj — xp)Uug > 0 Vue V.
ik

b) Mostrare che fi & definita positiva.

Soluzione. a) La funzione u & limitata dato che

@) < [ le (o) = [ dnto) 1.
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La funzione i in generale non ¢ infinitesima per £ — 4o0o. Per esempio se p € la misura
concentrata in z = 0 definita da
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allora
i) = [ e ™du(x) = 1.
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b) Osserviamo che
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. Si consideri lo spazio di Hilbert X = L?(0,+o00) e sia A: X — X definito da

2
du(z) =0

(Au)(z) = 2u(z + 1).

a) Si dimostri che A ¢& lineare e limitato e se ne calcoli la norma;
b) Si determinino Ker(A) e Im(A);
¢) Si determini A*, I'aggiunto di A.

Soluzione. a) L’applicazione ¢ ovviamente lineare e si ha
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e quindi ||A]] < 2. In realta la norma ¢ esattamente uguale a 2. Basta considerare la funzione
u(x) = L)1 400 (2) in tal caso [|uf ;2 =1 e ||Aul[z2 = 2 con calcolo esplicito.

b) il nucleo di A & dato dalle funzioni di L?(0,00) tali che u(x) = 0 per x quasi ovunque
in (1,+00). L’immagine ¢ tutto L?(0,00) perche data f € L2(0,00) essa ¢ immagine di
g9(x) = 3 f(x = 1)x)1,00((2) € L?(0,00).

¢) Per determinare ’aggiunto osserviamo che

/O Af(2)g(@) de = / 2f (a-+1)g(@) dz = / F(0)2g0y — 1) dy = / F) 290 — D100 () d,

da cui A*g(x) = 2g9(x — 1)x)1,00()-

. Si consideri il problema di Cauchy per I’equazione di Schrédinger in n-dimensioni (n > 1) e
con condizioni periodiche rispetto a tutte le variabili

iug +Au=0 in R x T",

u(0,2) = g(x) in T".



Sia g € L?(T"), si scriva la soluzione u : R x T™ — C e si studi poi I'equazione di bilancio
della norma L?(T™).

Si consideri poi il problema di Cauchy in R"
iug+Au=0 in R xR",
u(0,z) = g(z) inR",

com g € L?(IR™), si trovi una soluzione tramite la trasformata di Fourier.

Soluzione. Cerchiamo una soluzione del tipo u(z) = >,z ck(t)e?™™ con ¢ funzioni

scalari complesse del tempo. Sostituendo si ha

iug+ Au=1 Z c(t)e™ T — Z ck|k|?et* e

keZn kEZn
da cui serve risolvere ic),(t) — c|k|? = 0 per ogni k € Z? e quindi
c(t) = ex(0)e M

e pertanto, se g(z) € L?(T") allora g(z) = D ohemn gre’™™® e, imponendo il dato iniziale,

u(t,x) = Z ?jke*“kﬁteik'w.

kezn

Da Parseval si ottiene subito che
lu@®ll2(rny = lgllL2(rny  VEER

Nel caso dell’equazione del calore si ha che la soluzione risulta

1 _lz—y)?
u(z,t) = (47Tt)"/2/]Rne ™ g(y)dy

e ponendo formalmente it al posto di ¢ si ha

interpretando /2 come e 7 .



