Corso di Laurea in Matematica
Prova di Analisi Matematica 3

19 dicembre 2016

1. Verificare che per ogni z,w € C vale I'identita
1
2W = Z(|Z—|—w|2—|—z'|z—&—iw|2— |z — wf* — iz — iw|?) (1)

e usarla per dimostrare che per f,g € L?(0,27) vale

1 27 - o

— dr = =

o7 o f(z)g(z) dw E T Gk,
dove ﬁ gk sono 1 coefficienti di Fourier della f e della g, rispettivamente.

Dedurre la stessa uguaglianza studiando le proprieté della convoluzione tra f e g(—x).

2. Sia Jp(x) = Zfzo(—l)"% con p > 0 soluzione dell’equazione del secondo ordine

1 p2
Iy (x) + ;J;(x) + (1 — 9:2> Jp(z) =0
e siano {\,, }n>0 1 suoi zeri che sono distinti e positivi. Verificare che
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Sugg. Per lortogonalita osservare che se u(z) = Jy(azx) con a > 0 allora
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Per calcolare il secondo integrale ricordare lidentita J),(x) — 2Jp(x) = Jpy1(z).
3. Sia f : R — R continua e con supporto contenuto in (—1,1). La funzione F(xi,xz3) =

2o f(x1) ¢ tale che
OF

F(z1,0)=0 e Tm(ml,O):f(xl)
e pertanto la funzione ¢ : R? — R?
OF
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¢($17 xQ) =
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risulta formalmente tale che divg = 8872 + 992 — 0 per 25 > 0 e ¢ (1,0) = f(z1).

612
Spiegare perche risulta vero solo formalmente e studiare cosa accade con 'estensione otte-
nuta, per o > 0, tramite

Flaor,w2) = 22 (f * pay) (1) =x2/Rf<y>;p(“ y) dy.

T2

dove p € C§°(R) & l'usuale funzione usate per costruire i mollificatori e p.(z) := e 1p(ze™1).



4. Sia f(z) = ﬁ Calcolare la norma L*(R) di f x f.

5. Risolvere il problema al contorno in due dimensioni
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la soluzione ¢ unica? Cosa si pud
cambiato in $%(1,6) = cos?(6)?
n

Au

=0 inl<az?+y?<4
=0 inz?+y2=4
= 8cos’() in 2% +y% =1,

dire se il dato di Neumann sulla circonferenza interna viene



