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1. Sia z ∈ C tale che |z| = 1. Si può verificare che la successione {zn}n∈N non converge, se non
quando z = 1. Studiare però il limite

lim
N−M→+∞

zM + zM+1 + · · ·+ zN−1

N −M
.

Sia poi U ∈ Cn×n una matrice unitaria. Mostrare che

lim
N−M→+∞

1

N −M

N−1∑
n=M

Unf = Pf ∀ f ∈ Cn,

dove P è il proiettore sul sottospazio invariante H ⊆ Cn dei vettori tali che Uf = f .

Sugg. Dimostrare che se Cn = H ⊕ Y , dove Y è lo span dei vettori della forma Ug − g.

2. Sia 0 < p < 1 e sia Ω ⊂ Rn aperto limitato e si consideri

Lp(Ω) :=

{
f : Ω→ R,misurabile e t.c.

∫
Ω

|f(x)|p dx <∞
}
.

Mostrare che la quantità ‖f‖p :=
(∫

Ω
|f(x)|p dx

)1/p
non è una norma quando 0 < p < 1.

Mostrare che però vale la diseguaglianza

∀ p ∈ (0, 1) ‖f + g‖pp ≤ ‖f‖pp + ‖g‖pp ∀ f, g ∈ Lp(Ω)

3. Sia µ una misura di probabilità su R (non-negativa tale che µ(R) = 1) e si definisca la
funzione µ̂ : R→ C come

µ̂(ξ) =

∫
R

e−ixξdµ(x).

a) Mostrare che µ̂ ∈ Cb(R). Si ha che µ̂→ 0 per ξ → +∞?

La funzione continua F : R→ C si dice definita positiva se la matrice Ajk := F (xj − xk) è
definita positiva per ogni N ∈ N e per ogni scelta dei punti xn ∈ R (con n = 1, . . . , N) si ha∑

j

∑
k

F (xj − xk)ujuk ≥ 0 ∀u ∈ CN .

b) Mostrare che µ̂ è definita positiva.

4. Si consideri lo spazio di Hilbert X = L2(0,+∞) e sia A : X → X definito da

(Au)(x) = 2u(x+ 1).

a) Si dimostri che A è lineare e limitato e se ne calcoli la norma;

b) Si determinino Ker(A) e Im(A);

c) Si determini A∗, l’aggiunto di A.



5. Si consideri il problema di Cauchy per l’equazione di Schrödinger in n-dimensioni (n ≥ 1) e
con condizioni periodiche rispetto a tutte le variabili i ut + ∆u = 0 in R×Tn,

u(0, x) = g(x) in Tn.

Sia g ∈ L2(Tn), si scriva la soluzione u : R×Tn → C e si studi poi l’equazione di bilancio
della norma L2(Tn).

Si consideri poi il problema di Cauchy in Rn i ut + ∆u = 0 in R×Rn,

u(0, x) = g(x) in Rn,

com g ∈ L2(Rn), si trovi una soluzione tramite la trasformata di Fourier.


