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1. Sia data f : R — R, periodica di periodo 27, e tale che fo% |f(x)|> dz < co. Mostrare che,
fissati 0 < a < b < 27 si ha
f* Xap) € LT(R).

Mostrare inoltre che f * x[q,4 € COY2(R).
Soluzione. Per ogni x € R si ha

b 27
/ f(xy)X[a,b](y)dy‘ < [Ua=wldy< [ 170ldr < | l1evEr,
R a 0

| % Xa,0 ()| =

dimostrando la limitatezza.

Osserviamo poi che V1,25 € R

If* X(a,0) (1) = f * X[ap) (22)| = ’/R F@) Xap) (1 = Y) = Xjap) (T2 — ¥)) dy

La funzione X[4,5 (1 — ¥) — Xja,p) (22 — y)) € I'indicatrice della differenza simmetrica fra gli
intervalli [x1 — b, 21 — a] e [x2 — b, 22 — a]. La misura della differenza simmetrica ¢ minore di
2|y — zo| e pertanto, se |x; — xo| < 2km (nell’altro caso non c¢’¢ nulla da dimostrare) si ha

Lf* X(ap) (1) = f * Xa,0) (T2)]

47
< /4 FO)] [Xian) (@1 = ¥) = Xap) (@2 — y)| dy < || fllp2]z1 — z2]'/2,

grazie alla diseguaglianza di Schwarz.

2. Sia f : R — R continua e periodica di periodo 1. Sia y,(¢) la soluzione del problema di

Cauchy
d

rn(®) = £(t) a0

yn(0) = 1.

Calcolare, se esiste,
lim  y,(t) YVt e [0,T].

n——+o00
Soluzione. La soluzione del problema di Cauchy e

1

yn(t) — ef(; f(ns)ds _ en Om‘ f(m) d'r’
che ¢ unica grazie al teorema di Cauchy Lipschitz. Inoltre, se M = max;co,1) | f(f)| si ha
()] < M7 |y ()] < MeMT

e quindi la successione {y,} risulta equilimitata ed equicontinua. Dal teorema di Ascoli-
Arzela possiamo estrarre ny, tale che y,, € convergente a y nella norma del sup.

Osserviamo ora che, grazie alla 1-periodicita di f, si ha

nt

S = o / f(r)dr +

nt
flr)dr.
[nt]

nt [nt]
/ f(r)ydr = f(r)dr +
0 0 [

nt



Pertanto, dato che per ogni ¢ > 0 si ha 0 < nt — [nt] <1 e anche

nt [nt] nt—[nt
_l’_ [
n n n

)

ne deriva che
)
lim — =¢.

n—+oo N

Pertanto, dato che MZ; f(r) dr‘ < fol |f(7)|dr < M, si ha

nt 1 nt 1
%/0 f(T)dT:[’Z]/O f(T)dT+% ]f(r)d7—>t/0 F(r) dt

[nt

e quindi
lim g, (t) =etf/

n—-+00

. Si consideri per n € N U {0} la successione di funzioni {f,} definite come
fn(x) :=sgn[sin(2"wz)], for z € [0, 1].

Mostrare che {f,} ¢ un sistema ortonormale in L?(0,1).

Discutere se {f,} ¢ un sistema completo.
Sugg.: Puo essere utile considerare la funzione

1 ze[0,1/4U[3/4,1]

o(z) =
1z e]1/4,3/4]

Soluzione. Dalla definizione si ha che fo(x) =1 e per n > 1 la funzione f,, & la restrizione
a [0,1] della funzione periodica di periodo T}, = 2'~™ tale che

1
1 se0§x§2—n

1 71 <z < 71
— se x .
on 2n—1

Pertanto ovviamente fol |fn(2)? = 1 e inoltre fol fn(z)dz = 0, dato che

1 2" -1 (2k42) /2"
|RCEED | ful@)da =0

k=0 “2k/27

dato che la funzione f, ha media nulla sul periodo.

Osserviamo ora che se m > n si ha

1 1/2m 2/2m
/Ofn(w)fm(w)dm=2 / Fo () fn (1) dt + / fn<w>fm<x>dm]

Jon

/2" /2"
— 9n-—1 _/01 ’ fm(a;‘)dx—/12 i fm(l‘)dI]

J2n

dato che per la periodicita della f,, e della f,, (basta calcolare I'integrale su un periodo della
fn, dato che i periodi sono commensurabili.



Osserviamo ora che

QM= yom=n_o

(k+1)/2" (3+2)/2™
[ tawa= > [ fa@de=0
k J

/2" j=2m-nk /2™

essendo integrali fatti su di un periodo completo della f,,.

Con le stesse osservazioni si ha che

/ fan(@)p(x)dz =0
0

e siccome ¢ # 0, il sistema non & completo.

. Sia u : R™ — R una funzione armonica. Dimostrare che se u > 0, allora u € costante.
Sugg.: Usare la proprietd della media sui volumi

Il risultato & vero se u & armonica e positiva con v : R™\{0} — R?
Soluzione. Usando la formula della media per R > |z| si ha

/ udx—/ udx| .
B(x,R) B(0,R)

Siccome gli integrali su B(z, R) N B(0, R) si cancellano si ha

n
wpR™

u(z) —u(0) =

n
lu(z) — u(0)] < n/ wds
wnR™ |JB(0,R+]2))\ B(0,R—|z|)
__n udr

wp R™ /B(O,R+z|)\B(O,R|x)

/ udx —/ udx
B(0,R+|z|) B(0,R—|z])

= u(0) (£ + []) };n(R_M) -0 per R — +o0o,

n

wp R™

quindi u(z) = u(0).
La funzione u(x) = |z|>™", per n > 2, & positiva, armonica in R™\{0} e non costante.
Il caso n = 2 risulta diverso: se V & positiva, armonica in R?*\{0}, allora la funzione

z — V() risulta positiva e armonica su R? ~ C e quindi risulta costante.

. Risolvere il problema al contorno e ai valori iniziali

Uy — a2utzz - ﬁ2umx =0 (t71') 6]07T[X]077T[a
u(t,0) =u(t,m) =0 t €]0,T7,
u(0, z) = sin®(z) x €]0, 7],

dove T € R, 0<a<1e0< p <1. Sipuod caratterizzare il comportamento per t — 400
della soluzione?
Soluzione. Osserviamo inanzitutto che usando le formule di Eulero si ha

3 1 1
= —gle + gie + gie* —gEeT =1 sin(x) — 1 sin(3x)



e quindi il dato iniziale puo essere scritto come

: S 3 1
sin®(z) = kz_l by sin(kx) = 1 sin(x) — 1 sin(3x).

La soluzione va cercata della forma

u(t,z) = by(t)sin(kz),

k=1

e quindi vanno risolti i problemi di Cauchy
by, (t) + a?k2b,(t) + B2E%bi(t) = 0
bi(0) =br, =0 perk #1,3.

quindi bg(t) = 0 se k # 1,3, mentre

_8 ., 3 _ 8, _ 982 , 1 _ 8%,
bi(t) = bre tte =° T4a? e bs(t) = bge 1+oa =-7° 14902

quindi la soluzione risulta
82 1 982

u(t,x) = Ze_ a? ' gin(z) — Ze_ 922" gin(3z)

e inoltre
lu(t, z)| < e M

A= 62 := min 762 7962
T 14a2 1+a2’1+49a2

dove




