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a) La funzione f(x) = cos(x) + cos(v/2z) & periodica?
b) La funzione di classe C! definita come g(x) := cos(z?) ¢ periodica?

c¢) Sia data una funzione h, non necessariamente derivabile, periodica di periodo 27. La
funzione h(z?) risulta periodica?

Soluzione. a) Dato che f(0) = 2, se la funzione fosse periodica ci dovrebbe essere T' > 0
tale che f(T) = 2, ma dato che il coseno & sempre minore o uguale a 1, cido accade solo se
cos(T) = cos(v/2T) = 1. Ricordando che il coseno vale 1 se e solo se 'argomento vale 2k,
con k € Z si ottiene che

T =2mm e V2T = 2nr per qualche m,n € N

e dunque uguagliando si ha 2mm = v/2nm per qualche m,n € N, che implicherebbe

n_2 per qualche m,n € IN,
m

assurdo.

Per il caso b), ¢ sufficiente derivare g(z). Si ottiene ¢'(x) = —2x sin(2?), che non & periodica
(perche ad esempio perché i massimi locali hanno valori crescenti per z > 0). Ma se g(z)
fosse T-periodica, lo dovrebbe essere anche la sua derivata. Quindi, non esiste 1" tale che
g(x) sia T-periodica.

¢) Se h(x?) fosse T periodica si avrebbe che h(0) = h(T?) e quindi, dato che h & 27-periodica
T = vV2km per qualche k € IN.

Osserviamo ora che, la T-periodicita implica anche che h(1) = h((1 + T)?). Pertanto, dato
che h(z) & 2m-periodica

(1+T)?=1+2T+T*=142mnx  per qualche m € Z.
e quindi sostituendo T = v/2km si ha

2V 2kmw + 2km = 2mm,

da cui o
T o c @
assurdo.
. Calcolare la trasformata di Fourier di
8

1@ = G et

Sugg. Calcolare preliminarmente la trasformata di e~ !

Soluzione. La trasformata di e~ %! si calcola esplicitamente

0 )
}'(e_ly‘)(w) = / e~ Wlemww gy = / eYe WY dy + / e Ve WY dy =
0

R — 00 w2+1.



Essendo sia e~ ¥ che la sua trasformata funzioni L' (R)NLip(IR), vale la formula di inversione,

pertanto
1 2

27 Jp w41

da cui, usando la parita di entrambe le funzioni e un cambio di variabile, si ottiene

eIVl =

e dw,

) = me vl

w? +1
Osserviamo ora che

8 1 1
(1+22)(9+22) 1422 9+ a2’

fz) =

e pertanto
1
F(f)(€) = relél ﬂ-ge%lél.

. Sia f: R — R definita da
1 lx] <1
fla) = 1

Si discuta, tenendo conto del decadimento all’infinito di f e in particolare se f € LP(RR), se
fxfeLl?R)ese fxfeLY(R).
Sugg. ”Spezzare” lintegrale che definisce la convoluzione usando —x/2, x/2, e 3x/2

Soluzione. Per prima cosa osserviamo che f € L?(R), ma f ¢ L'(RR), quindi a-priori non
possiamo dire che fx* f risulta ben definita. Studiamo il comportamento, per z > 0 “grande”,
della funzione non-negative f(u)f(z — ) che & l'integranda in f * f.

Per u < —x/2 si ha che
fu) ~ 72 fla—u) ~ [u 7P

quindi l'integrando ¢ dell’ordine di |u|=*/3, e pertanto

—x/2
/ fu)f(z —u)du~ x5,

Lo stesso accade anche per z > 3z/2 invertendo i ruoli di f(u) e di f(z — u).
Per —2/2 < u < /2 si ha invece f(z — u) ~ x72/3 (che esce dall’integrale) e quindi
ffgz (u) du ~ x'/3 e quindi

z/2
/ fu)f(z —u)du~z71/3,

—x/2
Per /2 < u < 3x/2 la situazione ¢ la stessa, ma con i ruoli di f(u) e di f(z — u) invertiti.
Pertanto f * f ~ 2~ 1/3 per x grande e quindi l'integrale su [1, +oo[ diverge. Si ha infine,
ragionando sul quadrato anche

fxf¢L'(R)  fxf¢L*R)

. Sia u: R™ — R™ una funzione armonica (dove il Laplaciano di un vettore & definito come
il Laplaciano componente per componente). Dimostrare che la funzione

n

x— (x-V)u(x) = Zm,g—;(x)



€ armonica.

Soluzione. Calcoliamo direttamente il laplaciano della funzione regolare (z - V)u

Al(z-V)u] ZZ%[($V)u}

Ora
0 0 <~ Ou ou 0%u
87%[(95 V)u] = o ;xi%(:ﬂ) = ;aija—xi(m) T (2),
pertanto
9 90 ix-a—u(x) = ,,82711(96) 5 0%u (@) + 24 O'u ()
Ox; Oxj O0x; Y 0z;0x, Y 0z;0x, f0x 022
e sommando anche su j =1,....,n

02 0
AllwV)yu] =230 5o (0)+ 3 iy -Au(a)
irj ! ‘ !

= (24 z-V)Au(z) =0.

5. Risolvere il problema al contorno e ai valori iniziali

Ut — Ugy = T T E]O,W[X]O,T{,
u(t,0) = u(t,m) =0 t €]0,T7,
u(0, ) = sin(z) x €]0, x|,

Caratterizzare il limite per t — +oo della soluzione.

Soluzione Cerchiamo una funzione che risolva il problema al contorno
—Upy =2 x €]0, 7
U0)=U(r)=0.

Si tratta di una equazione lineare a coefficienti costanti e usando il metodo degli annichi-
. . . . . 2

latori la soluzione deve essere cercata come polinomio di grado due: U(x) =) . _jamz™.

Sostituendo si trova facilmente

Considerando quindi la nuova variabile v(¢, x) := u(t,x) — U(z) si ha che

Vg — VUge =0 x €]0,7[x]0, T,
v(t,0) =v(t,m) =0 t €]0,T7,
v(0,x) = sin(x) — % (m?z — 2°) x €]0, ],

Con alcune integrazioni per parti si ottiene che

cos(mk) .

_% (77235 — a:3) = ;ck sin(kz), con ¢, =2 13
=1



In ogni caso, la soluzione v risulta essere
s 2
v(t,z) = (1+c¢y)sin(z)e™ + Z csin(kz)e Kt
k=2
e quindi v — 0 per t — +00 e pertanto

u(t,z) —» U(z) = = (r’z — 2°) per t — +00.

S| =



