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1. Sia {s,}nen una successione reale convergente a s € R. Dimostrare che

oo

li 17 = 1
o (=) 3t (1)

Trovare una successione tale che lim,, s, non esiste, ma il limite in (1) esiste.

Data una funzione f periodica di periodo 27 e sia S, (f)(#) la sua serie parziale di Fourier;
dimostrare che

oo

(1= 1"Su(HO) =D Fyrmle™  0<r<1.

n=0 neZ

Soluzione. Osserviamo che

Zr”s: se —1l<r<l.

Pertanto se |r| < 1
(I—7) Zr Sn—5=( 1—7")2 "(sn — $).
n=0

Per la definizione di limite, ﬁssato € > 0 esiste N € N tale che |s,, — s| < € per ogni n > N,
quindi

) N—-1 )
A=) r™sn—8)=(1=71) > 1"(sn—5)+ 1 =71) Y r"(spn—5).
n=0 n=0 n=N

Il primo termine € una somma finita, e dato che s, & convergente, ¢ limitata, quindi

N-1

Z r"(sp — $)

n=0

(1—r) <(1-7r)N2C -0 perr —1,

mentre il secondo termine

(1—7")%1“” g(l—r)ir”|sn—s|§6(1—r)ir”=e,
n=N n=N n=0

e quindi la tesi.

Come esempio basta prendere s,, = (—1)" che non converge, ma

17
lim ( 1—7~Z )" = lim —— =0.

r—1-— r—1- 147

Per verificare la formula, osserviamo che —trascurando i problemi di convergenza— si ha

DortSa(NO) = Y fk)e™? =
n=0

n=0 k=—n

Z e —220 Z Tne—zef Z 4 f i Z rneQw o

n=-—2 n=-—1 n=0



e osservando che

oo 0o k—1
. ) . 1 1 —rk rk
Z T]:Z TJ_Z, rj:lfr_lfrzlffr
j=k Jj=0 J=0
si ha
" Sn(f)(0) = n e,
> 00 = 3 fing=

da cui la tesi.

. Sia Q = B(0, R) C R? per qualche R > 0 e sia k € N. Dimostrare che per ogni ® € (C*(2))3
tale che rot @ = 0 la formula

P(x) :/0 O(tx) - xdt

definisce una funzione di classe C¥*1(Q) che risolve ® = V1.

Data una ® € (C*(12))? tale che div ® = 0 trovare una formula analoga che definisce una ¥
regolare che risolve
® =rot 0.

Soluzione. Il fatto che la funzione 1 sia di classe C**1 si verifica per induzione derivando
ripetutamente la formula. In particolare, osserviamo che rotore nullo significa che 9,,®* =
O ®™, per k # m. Pertanto, derivando sotto il segno di integrale si ha (con la convenzione
della somma sugli indici ripetuti)

1
Dy0(x) = / 0, [8" (tx)as] dt

0

1
= / Om ®F (1%)0; (t )z + BF (tx)0; 0y, dt
0
1
- / O™ ()16 iy, + BF ()5 dt
0
1 . .
= / t 0P’ (tx)xp + O/ (tx) dt
0

1
d , ,
= / — [t (tx)] dt = D7 (x).
o dt
Nel secondo caso la formula cercata e
1
U(x) = / t ®(tx) A x.
0
Infatti scrivendola in componenti si ha
1
T (x) = / t €im @ (X)L,
0

dove €gm € il tensore totalmente antisimmetrico di Ricci tale che (a AD); = €ijka;b; €

(rot f)i = €ijx0; fx



Pertanto, derivando e usando che div & = (%@j = 0 si ha che

1
(rot W)" = eijk(')jlllk(x) = / t€ijk€rim0; [@l(tx)acm] dt
0
1
= / t €kij€kim [tajq)l(tx)l‘m + (I)l(tX)(Sj ] dt
0
1
_ / £ (810 m — Gim030) [0, 01 (1) + B (1)) dlt
0

1
= / t20;9" (tx)z; + 3t (tx) — 22,0, 97 (tx) — t&* (tx) dt
0

1
= / t20; 9" (tx)z; + 2t (tx) dt
0

= /0 %[tQQi(tx)] dt = ®'(x).

. Dimostrare che per A € R il problema al contorno

—u"(z) +u(x) =\ < du> x el —1,1]

u(—=1)=u(l)=0
ammette sempre una soluzione. Inoltre esiste uno e uno solo A € R, tale che ne ammette
due distinte. (Con il simbolo § si denota la delta di Dirac centrata in z¢ = 0).

Soluzione. L’equazione da risolvere &
—u"(z) + u(x) = Au(0)

con condizioni nulle di Dirichlet agli estremi. Ovviamente v = 0 & sempre soluzione, per
ogni .

Per capire in che caso esistano soluzioni non nulle cominciamo con studiare il problema (con
il riscalamento ¢(z) = u(x)/Au(0))

—¢"(x) + (@) =1 wel-11]

che ha come unica soluzione (tramite calcoli espliciti)

e’ +e7 " e
¢(x) =1- GW =1- 2“—762 COSh(x).

Inoltre ¢(0) = (}I_Ef Osserviamo che A = 0, per cui il ragionamento non sarebbe valido,

produce in ogni caso solo la soluzione nulla.

Quindi la soluzione u ¢ un multiplo della ¢, cioé u(x) = ¢ ¢(x), pertanto imponendo che la
u risolva il problema e sostituendo si ha

Aeg(0) = Au(0) = —u" +u=—(cp)" +cop=c,

e cio e possibile se e solo se

(1-¢)?
Acp(0) =c < A e =1,



quindi il problema ha soluzione se e solo se A = % e in tal caso u(z) = —(éff; +
(efel)z cosh(z) # 0.

. Sia (H,|.||z) uno spazio di Hilbert reale e sia {u,,} C H un sistema ortonormale completo.
Sia {v,} C H un sistema ortonormale tale che

1
”un_Un”HSW n=0,1,2,...

Dimostrare che anche {v,} & completo.

Soluzione. Supponiamo per assurdo che {v,} non sia completo, allora existe 0 # x € H
tale che < x,v, >= 0 per ogni n € N. Si ha pertanto, dato che {u,} & ortonormale e
completo

217 = > <@un >*= Y <@t — 0 S22l llun — vallFr < l2lF Y 2,%
neN neN neN neN
da cui si ricava 1
Sllall3 <o,
che ¢ assurdo, dato che x non ¢ nullo.

. Sia dato 79 € (0,1) e sia Q C R? I'anello

Q= {(x,y)GIRQ: r0<\/x2—|—y2<1}.

Si risolva il problema di Dirichlet
Au=0 in 0

u=20 se x +y* =12

u= f(6) sex’+y° =1

con f(0) regolare e 2m-periodica.

Soluzione. Passando alle coordinate polari e cercando la soluzione separando la variabili
u(p,0) = R(p)O(#) e impoendo la 27w-periodicita in 0 si arriva alle equazioni

R R
o"(0)+n*0B) =0  R'(p)+ T8 2RO
P P
e il caso n = 0 va trattato a parte. Per n # 0 si ha che R(p) = ap™ +bp~", mentre per n =0
si ha che R(p) = ¢+ dlog(p).

Dato che 0 ¢ Q, la soluzione logaritmica e quelle con esponente negativo non vanno scartate
(non ci sono problemi di divergenza per p — 0% e quindi la soluzione sara della forma

u(p,0) = c+ dlog(p) + Z anp™ + byp~")e.
neZ\{0}

Se la funzione f ¢ sviluppabile in serie di Fourier f(6) = Y, ., cne™ si ha, imponendo le
condizioni al contorno,

log(ro) — log(p) < p" gt > ind
u(p,8) = cp———rt—207 E Cn — n) eint,
(p,0) 0 log(ro) w0} 1—r2 1- r%”p




