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1. Sia {sn}n∈N una successione reale convergente a s ∈ R. Dimostrare che

lim
r→1−

(1− r)
∞∑
n=0

rnsn = s. (1)

Trovare una successione tale che limn sn non esiste, ma il limite in (1) esiste.

Data una funzione f periodica di periodo 2π e sia Sn(f)(θ) la sua serie parziale di Fourier;
dimostrare che

(1− r)
∞∑
n=0

rnSn(f)(θ) =
∑
n∈Z

f̂(n)r|n|einθ 0 ≤ r < 1.

Soluzione. Osserviamo che

∞∑
n=0

rns =
s

1− r
se − 1 < r < 1.

Pertanto se |r| < 1

(1− r)
∞∑
n=0

rnsn − s = (1− r)
∞∑
n=0

rn(sn − s).

Per la definizione di limite, fissato ε > 0 esiste N ∈ N tale che |sn − s| < ε per ogni n > N ,
quindi

(1− r)
∞∑
n=0

rn(sn − s) = (1− r)
N−1∑
n=0

rn(sn − s) + (1− r)
∞∑
n=N

rn(sn − s).

Il primo termine è una somma finita, e dato che sn è convergente, è limitata, quindi

(1− r)

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

rn(sn − s)

∣∣∣∣∣ ≤ (1− r)N2C → 0 per r → 1,

mentre il secondo termine∣∣∣∣∣(1− r)
∞∑
n=N

rn(sn − s)

∣∣∣∣∣ ≤ (1− r)
∞∑
n=N

rn|sn − s| ≤ ε(1− r)
∞∑
n=0

rn = ε,

e quindi la tesi.

Come esempio basta prendere sn = (−1)n che non converge, ma

lim
r→1−

(1− r)
∞∑
n=0

rn(−1)n = lim
r→1−

1− r
1 + r

= 0.

Per verificare la formula, osserviamo che –trascurando i problemi di convergenza– si ha

∞∑
n=0

rnSn(f)(θ) =

∞∑
n=0

rn
n∑

k=−n

f̂(k)eikθ =

= . . . f̂(−2)

−∞∑
n=−2

rne−2iθ + f̂(−1)

−∞∑
n=−1

rne−iθf̂(0)

∞∑
n=0

rn + f̂(1)

∞∑
n=1

rneiθ + f̂(2)

∞∑
n=2

rne2iθ . . .



e osservando che

∞∑
j=k

rj =

∞∑
j=0

rj −
k−1∑
j=0

rj =
1

1− r
− 1− rk

1− r
=

rk

1− r

si ha
∞∑
n=0

rnSn(f)(θ) =
∑
n∈Z

f̂(n)
rk

1− r
einx,

da cui la tesi.

2. Sia Ω = B(0, R) ⊂ R3 per qualche R > 0 e sia k ∈ N. Dimostrare che per ogni Φ ∈ (Ck(Ω))3

tale che rot Φ = 0 la formula

ψ(x) =

∫ 1

0

Φ(tx) · x dt

definisce una funzione di classe Ck+1(Ω) che risolve Φ = ∇ψ.

Data una Φ ∈ (Ck(Ω))3 tale che div Φ = 0 trovare una formula analoga che definisce una Ψ
regolare che risolve

Φ = rot Ψ.

Soluzione. Il fatto che la funzione ψ sia di classe Ck+1 si verifica per induzione derivando
ripetutamente la formula. In particolare, osserviamo che rotore nullo significa che ∂mΦk =
∂kΦm, per k 6= m. Pertanto, derivando sotto il segno di integrale si ha (con la convenzione
della somma sugli indici ripetuti)

∂jψ(x) =

∫ 1

0

∂j
[
Φk(tx)xk

]
dt

=

∫ 1

0

∂mΦk(tx)∂j(txm)xk + Φk(tx)∂jxk dt

=

∫ 1

0

∂kΦm(tx)tδjmxk + Φk(tx)δjk dt

=

∫ 1

0

t ∂kΦj(tx)xk + Φj(tx) dt

=

∫ 1

0

d

dt

[
tΦj(tx)

]
dt = Φj(x).

Nel secondo caso la formula cercata è

Ψ(x) =

∫ 1

0

tΦ(tx) ∧ x.

Infatti scrivendola in componenti si ha

Ψk(x) =

∫ 1

0

t εklmΦl(tx)xm,

dove εklm è il tensore totalmente antisimmetrico di Ricci tale che (a ∧ b)i = εijkajbk e
(rot f)i = εijk∂jfk



Pertanto, derivando e usando che div Φ = ∂jΦ
j = 0 si ha che

(rot Ψ)i = εijk∂jΨ
k(x) =

∫ 1

0

t εijkεklm∂j
[
Φl(tx)xm

]
dt

=

∫ 1

0

t εkijεklm
[
t∂jΦ

l(tx)xm + Φl(tx)δjm
]
dt

=

∫ 1

0

t (δilδjm − δimδjl)
[
t∂jΦ

l(tx)xm + Φl(tx)δjm
]
dt

=

∫ 1

0

t2∂jΦ
i(tx)xj + 3tΦi(tx)− t2xi∂jΦj(tx)− tΦi(tx) dt

=

∫ 1

0

t2∂jΦ
i(tx)xj + 2tΦi(tx) dt

=

∫ 1

0

d

dt

[
t2Φi(tx)

]
dt = Φi(x).

3. Dimostrare che per λ ∈ R il problema al contorno−u
′′(x) + u(x) = λ < δ, u > x ∈]− 1, 1[

u(−1) = u(1) = 0

ammette sempre una soluzione. Inoltre esiste uno e uno solo λ ∈ R, tale che ne ammette
due distinte. (Con il simbolo δ si denota la delta di Dirac centrata in x0 = 0).

Soluzione. L’equazione da risolvere è

−u′′(x) + u(x) = λu(0)

con condizioni nulle di Dirichlet agli estremi. Ovviamente u ≡ 0 è sempre soluzione, per
ogni λ.

Per capire in che caso esistano soluzioni non nulle cominciamo con studiare il problema (con
il riscalamento φ(x) = u(x)/λu(0))−φ

′′(x) + φ(x) = 1 x ∈]− 1, 1[

φ(−1) = φ(1) = 0

che ha come unica soluzione (tramite calcoli espliciti)

φ(x) = 1− e
ex + e−x

1 + e2
= 1− 2

e

1 + e2
cosh(x).

Inoltre φ(0) = (1−e)2
1+e2 . Osserviamo che λ = 0, per cui il ragionamento non sarebbe valido,

produce in ogni caso solo la soluzione nulla.

Quindi la soluzione u è un multiplo della φ, cioè u(x) = c φ(x), pertanto imponendo che la
u risolva il problema e sostituendo si ha

λ c φ(0) = λu(0) = −u′′ + u = −(c φ)′′ + c φ = c,

e ciò è possibile se e solo se

λ c φ(0) = c ↔ λ
(1− e)2

1 + e2
= 1,



quindi il problema ha soluzione se e solo se λ = 1+e2

(1−e)2 e in tal caso u(x) = − 1+e2

(e−1)2 +
2e

(e−1)2 cosh(x) 6≡ 0.

4. Sia (H, ‖ . ‖H) uno spazio di Hilbert reale e sia {un} ⊂ H un sistema ortonormale completo.
Sia {vn} ⊂ H un sistema ortonormale tale che

‖un − vn‖H ≤
1

2n+2
n = 0, 1, 2, . . .

Dimostrare che anche {vn} è completo.

Soluzione. Supponiamo per assurdo che {vn} non sia completo, allora existe 0 6= x ∈ H
tale che < x, vn >= 0 per ogni n ∈ N. Si ha pertanto, dato che {un} è ortonormale e
completo

‖x‖2H =
∑
n∈N

< x, un >
2=

∑
n∈N

< x, un − vn >2≤
∑
n∈N
‖x‖2‖un − vn‖2H ≤ ‖x‖2H

∑
n∈N

1

2n+2
,

da cui si ricava
1

2
‖x‖2H ≤ 0,

che è assurdo, dato che x non è nullo.

5. Sia dato r0 ∈ (0, 1) e sia Ω ⊂ R2 l’anello

Ω :=
{

(x, y) ∈ R2 : r0 <
√
x2 + y2 < 1

}
.

Si risolva il problema di Dirichlet
∆u = 0 in Ω

u = 0 se x2 + y2 = r20

u = f(θ) se x2 + y2 = 1

con f(θ) regolare e 2π-periodica.

Soluzione. Passando alle coordinate polari e cercando la soluzione separando la variabili
u(ρ, θ) = R(ρ)Θ(θ) e impoendo la 2π-periodicità in θ si arriva alle equazioni

Θ′′(θ) + n2Θ(θ) = 0 R′′(ρ) +
R′(ρ)

ρ
− n2R(ρ)

ρ2
= 0,

e il caso n = 0 va trattato a parte. Per n 6= 0 si ha che R(ρ) = aρn+ bρ−n, mentre per n = 0
si ha che R(ρ) = c+ d log(ρ).

Dato che 0 /∈ Ω, la soluzione logaritmica e quelle con esponente negativo non vanno scartate
(non ci sono problemi di divergenza per ρ→ 0+ e quindi la soluzione sarà della forma

u(ρ, θ) = c+ d log(ρ) +
∑

n∈Z\{0}

anρ
n + bnρ

−n)einθ.

Se la funzione f è sviluppabile in serie di Fourier f(θ) =
∑
n∈Z cneinθ si ha, imponendo le

condizioni al contorno,

u(ρ, θ) = c0
log(r0)− log(ρ)

log(r0)
+

∑
n∈Z\{0}

cn

(
ρn

1− r20
− r2n0

1− r2n0
ρ−n

)
einθ.


