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1. Sia data f : R→ R, periodica di periodo 2π, e tale che
∫ 2π

0
|f(x)|2 dx <∞. Mostrare che,

fissati 0 < a < b < 2π si ha
f ∗ χ[a,b] ∈ L∞(R).

Mostrare inoltre che f ∗ χ[a,b] ∈ C0,1/2(R).

2. Sia f : R → R continua e periodica di periodo 1. Sia yn(t) la soluzione del problema di
Cauchy 

d

dt
yn(t) = f(n t) yn(t)

yn(0) = 1.

Calcolare, se esiste,
lim

n→+∞
yn(t) ∀ t ∈ [0, T ].

3. Si consideri per n ∈ N ∪ {0} la successione di funzioni {fn} definite come

fn(x) := sgn[sin(2nπx)], for x ∈ [0, 1].

Mostrare che {fn}n∈N è un sistema ortonormale in L2(0, 1).

Discutere se {fn} è un sistema completo.
Sugg.: Può essere utile considerare la funzione

φ(x) =

 1 x ∈ [0, 1/4] ∪ [3/4, 1]

−1 x ∈]1/4, 3/4[.

4. Sia u : Rn → R una funzione armonica. Dimostrare che se u > 0, allora u è costante.
Sugg.: Usare la proprietà della media sui volumi

Il risultato è vero se u è armonica e positiva con u : Rn\{0} → R?

5. Risolvere il problema al contorno e ai valori iniziali
ut − α2utxx − β2uxx = 0 (t, x) ∈]0, T [×]0, π[,

u(t, 0) = u(t, π) = 0 t ∈]0, T [,

u(0, x) = sin3(x) x ∈]0, π[,

dove T ∈ R, 0 < α ≤ 1 e 0 < β ≤ 1. Si può caratterizzare il comportamento per t → +∞
della soluzione?


