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1. Sia f € LP(R) con 1 < p < 2. Decomponendola come f = f; + fo con f; € L}(R) e
fo € L?(R) mostrare che la trasformata di Fourier di f pud essere estesa anche a LP(IR) con
1 < p < 2. Puo essere utile considerare 1'insieme misurabile A delle z € R dove f & maggiore
di una assegnata costante positiva.

Tramite interpolazione si pué mostrare che la trasformata risulta ben definita come mappa
lineare da LP(R) a L” (R), con p’ = ;5. Usando le funzioni Gaussiane dare una stima della
norma di tale mappa.

Soluzione. Sia A ={x € R: |f| > 1 g.0.} allora

mid) = [ xade < [ 117 de =13 < o
R R
Scriviamo f = fxa + f(1 —xa) := f1 + f2. Si ha che f; € L*(R) infatti

/ il da = / Flxadz < [fll, m(A)Y? < oo,
R R

usando la diseguaglianza di Hélder.
Vediamo poi che fo € L?(R) dato che

[igpas= [ ipars [ ipar<os
R R\A R\A

dato che f <1 g.o. sul complementare di A.
Definiamo pertanto R
f=fh+/f
dove la prima trasformata ¢ quella in L', mentre la seconda & quella di L?. Vediamo che la
trasformata ¢ ben definita osservando che se

f=fit+fo=01+ ¢ fi.¢1 € L'(R), f1,¢2 € L*(R),

allora f1 — ¢1 = ¢ — fo € L*(R) N L2(R) e la uguaglianza diventa anche uguaglianza delle
trasformate. Si ha quindi

fim61=¢2—f2 = fi—01=02—F2 = fi+F2=01+ 2,
da cui la definizione senza ambiguita della trasformata di f.

Sia ora f(z) = e * /2 si ha f = v2re=€"/2. Calcoliamo la norma LP(R) di f e la norma
LP(R) di f. Ricordando che [;, e’ dp = /= siha

2 ’ ’ ’ 2
/ e P2 gy = \/% e / (V2m)Pe™P €2 e = (vV2m)? —7;
R R

p

Da cui

7, , 1/2p
11, > \/%Hl/p v 111 o
I f1lp p't/2p



2. Siano a;,b; € Cconi=1,...,N e N € N. Dimostrare che
N

. N /2 , N 1/2
> o= SW(ZlamF) (Zibniz) -

m,n=1,m#n n=1

Sugg. Considerare la funzione f(x) = i(m — x) definita per x €]0,2x[, e prolungata per

periodicita e la quantita
2m

| f(@)A(=2)B(x) dx

con A(x) = 2221 ame™* e B(z) = 22;1 b,en®.

Soluzione. Osserviamo che la funzione f(x) ¢ tale che

fo=1  VE#O,
e inoltre |f(x)| < 7. Calcolando esplicitamente la quantita suggerita si ha per m # n

2

or N .
f(x)A(—z)B(z) dx = /0 S ambaf(z)e i gy
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Pertanto
P /Zﬂﬂ JA(~2)B() do]| < / |A(~2)B(@)|dz < <[]l 2| B
mn T 2|y z x)B(x x—gﬂ 0 " i $_2 L L

Ora l'uguaglianza di Parseval applicata alle funzioni A e B implica che

N 1/2 N 1/2 N /2 , N 1/2
S mbe | L <27r 3 a;> <27r2bi> — (Z a$n> (Z bg> .
m-—n 2 — ot 1

m#n n=1

La diseguaglianza richiesta € nota come diseguaglianza di Hilbert ed e stata il punto di
partenza per la piu famosa diseguaglianza di Hardy, di cui rappresenta il caso discreto.

3. Sia u € C(Q2) N C?(2) armonica e non negativa nella palla B(0, R) C R? di centro zero e
raggio R > 0. Dimostrare che

R — |z

R+ |x|
u
R+ |z

R — |z

(0) <wu(z) < u(0) Vx € B(0,R).

Dedurne che
max <9 min wu.
B(0,R/2) B(0,R/2)
Soluzione. Scriviamo la formula di Poisson e abbiamo per ogni « € B(0, R)
R2 _ 2
PRIy
2rR Japor |5 — |

Dato che nell’integrale |s| = R usando la diseguaglianza triangolare otteniamo

R—|z| <|s—z| <R+ |z| Vz € B(0,R).



Pertanto abbiamo

R—la| _ R?—|z _ R?—laf
R+lal ~ (R+1a))2 = [s —af?

R? —|z]* R+ |z
(R—lz])* R —l|z|

< Vx € B(0,R).
Usando il fatto che la u € non-negativa si ha quindi che le diseguaglianze continuano a valere
anche moltiplicate per u e quindi

R+z| 1

- d
R |z|27R |S‘:R“(s) s

R—|z| 1 1 R? — |z|?

R+ |z| 2nR |SI:R“(S) = 27R Jiyer |5 —af?

u(s)dS <

e usando la proprieta della media

R — |z 1 R? — |z|?
< = — _ <
R o " =) = 3R o s ap S

Una volta dimostrata la diseguaglianza, osserviamo che se definiamo x,,,zy € 90B(0, R/2)
come punti tali che

u(Zy,) = min u, u(xp) = maxu,
Bry2 Bry2
si ha Rt leul Rt o
+ X nr + T
u(x < — <3u(0) <3 —u(xm) =%u(z,,).
(M)_R—‘$M| = ()_ R—|.’L‘m| ( ) ( )

. Trovare una formula esplicita per la soluzione del seguente problema (con € € R™)
1
wtfswm+§w§:0 (t,z) e RT x R,

w(0,z) = h(x) z €RR,

cercandola della forma W = ¢(w) per una opportuna ¢ : R — IR regolare, che riconduca il
problema a quello del calore.

Applicarlo poi alla soluzione dell’equazione di Burgers
Up — EUgy + Uy = 0 (t,z) e RT x R,
u(0,x) = up(x) z € R,

ponendo w(t, ) = [*_u(t,s)ds e h(z) = [*_ ug(s).

Soluzione. Cerchiamo una soluzione della forma W = ¢(w) e si ha quindi

Wy = ¢’ (w)w, We = ¢'(w)w, Wi = ¢ (0)w2 + ¢ (W) Wy

Pertanto
Wi — eWap = ¢/ (w)w; — €d” (w)w? — ¢/ (W)W,
ese ¢ #£0
¢"(w)
Wy — sz =¢ - T
L — € @' (w) |wy — ew € 7 (w) w;
Quindi W risolve I’equazione del calore se w risolve ’equazione richiesta ¢ nel caso in cui
_€¢//(w) _1
¢'(w) 27

Integrando esplicitamente ’equazione ordinaria otteniamo

3(s) = e™*/% £ 0



e quindi se poniamo
_ —w/2e
W = e /2

si ha che W soddisfa
Wi —eWee =0  (t,z) € RT xR,

h(z)

w(0,2) = e 2 z €R,

e tale trasformazione & nota in letteratura come trasformazione di Cole-Hopf.

Per la formula risolutiva dell’equazione del calore abbiamo che

_(@-y? h(y)
W (t 3; / et e 2 dy,
(t, Te y
e quindi
w(t,z) = —2¢elog < “43)2 ~ dy)
’ Vdemt '

Nel caso dell’equazione di Burgers si ha che u = w, e quindi

_ =% _ hy)
T—y — —
f]R e et @ 2e dy

_ (ﬂvﬂ!)2 _hw
IIR e det 2c dy

u(t,x) =

cSiaQ={(tz): 0<t<T, —00<m <z<wy<+0o0} per qualche T'> 0. Siau:Q — R
una funzione tale che: a) u € C(Q); b) u € C?(Q) e u; — uz, < 0 in tutti i punti di Q.

1) Dimostrare che esiste (tg, o) € O tale che u(tg, zo) > u(t,x) per ogni (t,z) € Q.

2) Dimostrare poi che se oltre alle ipotesi precedenti u € C%(Q) e uy — uye < 0 per tutti i
punti di ©; per qualche aperto ©; D €, allora esiste almeno un punto di massimo assoluto
(to, o) non appartenente al segmento L = {(T,x) : 1 < x < z2}.

3) In analogia col caso del problema di Poisson, dimostrare che la stesso risultato del punto
2) vale, sotto le stesse ipotesi, anche se si ha solamente u; — uz, < 0.

Soluzione. Sia (ty,7¢) € Q punto di massimo assoluto, che esiste per il teorema di
Weierstrass.

1) Supponiamo per assurdo che (g, zg) sia un punto interno; essendo la funzione derivabile,
allora € punto stazionario e
ut(to, CEO) = O

Restringendo la funzione alla retta t =ty si ha anche che
u:cat(t07$0) g 0

dato che u(tp, z) ha massimo per x = xo. Pertanto si ha w;(to, o) — gz (to, o) > 0, quindi
una contraddizione.

2) Supponiamo ora che (tg, z¢) = (T, x¢) con 21 < xo < x2. Lo stesso ragionamento di prima
implica che ., (T, z9) < 0 ma adesso, non essendo il punto interno, si ha una condizione
unilaterale sulla derivata temporale. Considerando la funzione u(¢,zg) per 0 < ¢ < T si ha
infatti che avere un massimo per ¢t = T implica

ug(T, o) > 0.

Pertanto si ha ancora us (T, 2o) — Uz (T, 9) > 0, quindi una contraddizione.



3) Sia (to,x0) € ON{(T,x) : 21 <z < xa} tale che
u(to,xo) > u(t,x) VY (t,z) € ON{(T,z): 21 <x < x2}
e consideriamo la funzione (¢, x) = u(t, z)+ex? con € > 0. Si ha 1); — 1., < 0 e quindi per il punto
precedente esiste un punto di massimo assoluto (¢, ) di ¥ non appartiene alla parte superiore del
bordo. Si ha quindi per R := max{|z1],|z2|} che
ulto, z0) + € R* > u(t,7) + € [7* = ¢(£,7) 2 ¥(t,2) Zu(t,z)  V(t2)€Q,

e mandando € a zero si ha che

u(to, xo) > u(t, x) V(t,z) € Q.



