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1. Sia f : [0,27[— R una funzione decrescente e regolare (C! a tratti), prolungata poi per
periodicita su tutto R. Dimostrare che

1 2m

by, == — (z) sin(nz)dx >0 Vn e N.
m™Jo

Soluzione. Osserviamo che la funzione sin(nz) si annulla e cambia segno per = = Q—fw,
k € IN. Riscriviamo quindi I'integrale che definisce b,, come segue

n—1

1 (2k+2)7/n
by, = — / f(z)sin(nzx) dz.
2

0 k—o v 2km/n

Ragioniamo su ogni singolo addendo e otteniamo

(2k+2)7/n (2k+1)m/n (2k+2)m/n
/ f(z) sin(nx) de = / f(z) sin(nx) dx + / f(z)sin(nz) dx.
2k7/n 2km/n (2k+1)7/n

Nel secondo integrale cambiamo variabile z = x — 7, in tal modo

(2k+2)7/n (2k+1)m/n
/ f(x)sin(nzx) de = / fz4+7/n)sin(n(z+ 7/n)) dz
(2k+1)7/n 2kn/n

(2k+1)mw/n
= / f(z+7m/n)sin(nz + 7) dz
2k /n

(2k+1)7/n
=— / f(z +7/n)sin(nz) dz.
2km/n

Quindi
(2k+2)7/n (2k+1)mw/n
/ f(z)sin(nx) de = / [f(z) = f(x 4+ 7/n)]sin(nz) dx > 0,
2km/n 2km/n
dato che f(z)—f(x+m/n) > 0 perche f & decrescente, mentre sin(nz) > 0in [2k7/n, (2k + 1)7/n].
2. Sia, per a € Z, definita la funzione f(z) = cos(ax), per x € [—7, 7]

a) Calcolare lo sviluppo (reale) di f in serie di Fourier;
b) Usare la formula ottenuta per scrivere lo sviluppo della cotangente di « per x = ar;

¢) Integrando termine a termine rispetto ad « arrivare al prodotto (infinito) di Eulero

D) (1 2) (122 () - T (1 )

n=1

sin(z)

d) Uguagliare i coefficienti di 22 nello sviluppo di Taylor di -
la formula per la somma della serie armonica generalizzata.

e del prodotto e verificare



Soluzione. a) La funzione f & pari e quindi lo sviluppo & in soli coseni. Integrando per
parti si trova (per n # 0)

2(n cos(ra) sin(nm) — «cos(nm) sin(ra))
m(n? — a?)

2 U
ap = — / cos(azx) cos(nz) dx =
0

™

e in definitiva, dato che ag = -2 sin(ma) si ha

cos(ax) = )
(az) To T 2 _n2

sin(am) n 2asin(am) i(_l ,, COS(nx)
e
n=1

b) Valutando la somma per x = 7 e dividendo per la quantita non nulla sin(an) si ha

cot(am) =

a2—n?2 Twa 0w a2 —n?’

200 1, COS n7r) 1 20 & 1
St L
@ n=1 n=1

con convergenza puntuale della serie.

¢) Riscriviamo 'uguaglianza come

I = -2
n=1

n? —a?

Integrando termine a termine in da tra 0 e z, con « < 1, si ha

log <51n T ) Z log(1

Osserviamo che la funzione 7 cot(ma) — = é limitata inun intorno destro di zero e che la serie

di termine generico - 20“2 e convergente se n? —a? > 1—a? > 0. Passando all’esponenziale

si ha , , ) )
= (5)-5) (5)

e quindi cambiando variabile z/m — x si ha

sinfc) (1@ (145;22> <1;;>

d) Sviluppando secondo Taylor a sinistra e sviluppando i prodotti a destra si ha

2 ot 9 1 1 1
-+t =l-2 p(1+§+3—2+...)+...
da cui
il
22 32 6
. Sia K un convesso chiuso nello spazio di Hilbert (X, || .||x). Verificare che la proiezione Pk

¢ una funzione uniformemente continua e in particolare

IPxf—Prgllx <If —gllx VYV geX

Definiamo poi come caso particolare

K= {f ((—-1,1) = R: feL*-1,1)e f(z) > —2? +% q.0. T € (—171)} c L*(—1,1)



Stabilire se il teorema della proiezione di puo applicare e calcolare Pk f se f(x) = x + %

Soluzione: Dati f, g € X per la definizione di proiezione si ha
(f=Pxfin—Pxf) <0 Vnelk,
(9 — Pxg,n— Pxg) <0  Vnek,
e scegliendo n = Pkg, it = Pk f e sommando si ha
(Pxf—Pxg+yg— [ Pxf—Pxg) <0,

da cui
|Pxf — Pxgll® < {(f — 9, Pxf— Pxg) < |f — gl | Pxf — Pxyl,
da culi la tesi.

Nel caso specifico K e ovviamente un convesso e la chiusura si dimostra osservando che se
{fn} € K converge a f in L?(—1,1), a meno di una sottosuccessione f,, — f(z) q.0. e
quindi anche f(z) > —2%+ 1. La proiezione Pk f soddisfa

1 1
PxfeK: / P]Kf(va]Kf)dxz/ flo—Pxf)dz Vv € K.
1 -1
La proiezione soddisfa
Pk f(x) = max{f(x), —x* +1/2}
dove il massimo ¢ inteso quasi ovunque. Infatti si ha, definendo ¢(z) := —a? + %,

1
/ Pwa—PKf)dx:/ ¢(v—¢>da:+/ flo— f)de
—1 {f<o} {f>o¢}

> [ fe-dder [ g gy
{f<o} {f=¢}
dato che v — ¢ > 0 per ogni v € K. Pertanto
1
[ Pto-repyinz [ fo-gpdet [ fw-pdn veek
-1 {f<o} {4}

e quindi la soluzione risulta

x+§ sexG{—l,é(—?)—\/g)]U[ (—3+\/§>,1},

(=2

Py f(z) =

fx2+1 seme}é(?)\/g)

5 (3+\/§){.

1
6

. Risolvere il problema ai valori iniziali e al contorno (con condizioni miste) per ’equazione
delle onde (T > 0, ¢ # 0)

U (t, ) = gy (t, ) (t,z) € (0,7) x (0,T)
u(t,0) = u(t,7) =0 te(0,7)
u(0,7) = f(x) z € (0,m)

u, (0, ) = g(z) z € (0,m)




Si puo immaginare una corda elastica con estremo fissato e uno libero, oppure una colonna
di aria posta in vibrazione con una estremita aperta e una chiusa (clarinetto, organo...)

Risolvere il problema con la separazione delle variabili, descrivendo le ipotesi da fare su f, g.
Paragonare gli autovalori e le autofunzoni con quelli del problema di Neumann per le onde
(entrambi estremi liberi)

Soluzione: Dopo la separazione delle variabili u(t,z) = T'(t)X(x) il problema al contorno

da risolvere risulta
X"(z)+AX(x)=0  z€)0,n]

X(0)=0

X'(m)=0

Nella maniera usuale moltiplicando per X e integrando per parti si dimostra che A > 0 e
poniamo quindi A = v2. La soluzione generale risulta quindi

X(z) = Acos(vz) + Bsin(vz).
Le due condizioni al contorno diventano pertanto
X(0)=Acos(0)=A=0
X'(0) = v(—Asin(vw) + Beos(vm)) = v Beos(vm)) = 0,

e la condizione A = 0 esclude il caso v = 0. Per avere soluzioni non banali (non indentica-
mente nulle) si richiede pertanto che cos(vm) = 0 e quindi

mr:g—i—kﬂr k e N.

Quindi le autofunzioni (non normalizzate) risultano
. 1
Xn(z) =sin |(n — 5):5 n € N.

Risolvendo anche il problema per la T, (t) (analoga equazione lineare del secondo ordine) si
ha quindi che

u(t,z) = ni sin {(n _ ;)x} [an cos {(n - ;)ct} + b, sin {(n _ ;)ct”

Se ora R
wo(x) = nz::lcn sin [(n - ;)x]
w (z) = nil d, sin {(n - ;4
si ha

2

= S5 o= ] o[- 1]+ e ]

La regolarita richiesta su ug e u; € la stessa per le onde con le condizioni periodiche al
contorno.



La differenza con '’equazione delle onde con estremi entrambi liberi & che in tal caso la
soluzione risulta della forma

u(t,z) = Z cos(nz) [a,, cos(nct) + by, sin(nct)]

n=1

le vibrazioni hanno frequenza (rispetto alla variabile temporale)

ne

27’
cioe le frequenze consentite sono multipli interi della frequenza fondamentale 5-.
Invece nel caso in questione le frequenze permesse sono della forma

(2n—1)c
4

cioe solo i multipli dispari della frequenza fondamentale ;=. Quindi nel caso con entrambi

estremi liberi la frequenza fondamentale ¢ doppia che nel caso con un solo estremo libero.
Un solo estremo libero (a parita di lunghezza della corda o della colonna di aria che vibra)
produce suoni di una ottava pit bassi oltre ad avere meno armoniche.

. Sia (X,]|.]|) uno spazio di Hilbert e sia A € L(X, X) con

A
Ay = sup 1220 4
el

Mostrare che (I — A) ¢ lineare e invertibile e che
1=~ <@ —Ap~

Sugg. Ricordare la formula per la somma di una progressione geometrica e cominciare dal
caso dim X < oo.

Soluzione. Partendo dalla identita valida per z € R, con |z] < 1

oo
Yoot =
€T =
1—x
k=0
scriviamo formalmente

f:Ak =(1-A4)7"
k=0

o : 1
Verifichiamone la convergenza: sia V,, = 3", _, A*. Dato che

A ]| = [AA™ || < ANA" 2] < JAI ],

si ha
[Vin = Vall = [[A™TE 4 A2 o A7 <A+ A2 4+ (| A7|
S JA|™+T
< JAIIF < =
2 =

Pertanto la successione V,, ¢ di Cauchy ed esiste V = lim,,_, 1 V;,. Questo & 'unico punto
che richiede qualche precisazione nel caso infinito-dimensionale. Se dim (X) = n si tratta di



usare la completezza di R™. Nel caso generale bisogna verificare che £(X, X) & completo.
In tal caso, sia Viy di Cauchy, allora

Vna = V| < [V = Vanllll2| V2 e X

e quindi V,,z e di Cauchy per ogni « € X, quindi esiste Va € X tale che Va = lim,,, 1o Vp 2.
Si verifica che V' & lineare e inoltre

V|| < Ve = Vaz| + [[Vaz|| < Cllz]|

e quindi V' & continuo.

Osserviamo anche che
= 1
V< IIAIF = —77-
2 [ 4]
Infine osserviamo che per ogni n € N
(I—AV,=V,— AV, =V, (I - A) =V, —V,A=T— A"

dato che A commuta con tutte le sue potenze. Usando il fatto che ||A||™ — 0 si ha, passando
al limite

(I-AV=VI-A)=1I



