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1. Siano f,g € L*(T), dove T := R/(27Z). Dimostrare che f * g & una funzione continua e che

£ *glloc < Cllfllz2llgllL>-
Soluzione. Dalla definizione abbiamo che
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e con la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz
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e il primo integrale & limitato per ipotesi. Il secondo tende a zero per § — 0. Questo si vede
facilmente approssimando (in L?(T)) la funzione g con una funzione continua (esattamente
come in L(T)).

Osserviamo inoltre che
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dato che g e 2m-periodica.

1/2 1/2

2m 1
([ o= Pas) = isluslalz

2. Calcolare per f : R? — R di classe C? tale che f(x) = f(|x|) quanto vale (per = # 0) il
bi-Laplaciano A?f := A(Af). Trovare poi le soluzioni di

A%f(Jlz)) =0  0#z R

Soluzione. Ricordiamo che per funzioni regolari e radiali in R® si ha A f(r) = f"(r)+2 f'(r),
pertanto A%(f) = A(A(f)) ha la seguente espressione

" / (3) r
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Le soluzioni dell’equazione ordinaria lineare (di Eulero) @ + f@(r) = 0si cercano della
forma f(r) = r® e sostituendo si trova

r*ta(e® —20° —a+2) =r*a(a—2)(a® - 1) =0,
che ha come soluzioni o = 0, 41,2, quindi la soluzione cercata ha la forma

c
f(r) =car® +c3r +co + 71



3. Sia f € C§°(R™\{0}), con n > 3. Dimostrare che

f@E N 2
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Sugg. Si consideri la quantith R = > | ;0; applicata alla funzione |z|~2 e si integri per

parti [p., W dz.

Soluzione. Osserviamo che con calcolo diretto dato che \x| = ZZ: 22)Y/? si ha
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Pertanto si ha
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Quindi si ha ,
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e con la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz
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4. Siadato 1 <p<ooe(C >0. Sia K : R” x R™ — IR misurabile e tale che

sw [ K@l <o sw [ (K@y)lde<c
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da cui la tesi.

Dimostrare che se f € LP(R™) allora la funzione T f
Tf(x):= [ K(z,y)f(y)dy
RW,

risulta ben definita quasi ovunque e T'f € LP(IR"™).
Soluzione. Cominciamo dal caso 1 < p < oo e usando la diseguaglianza di Holder si ottiene

i< ([ weom) ([ weatisora) " son ([ repiors)”

per % + % = 1. Elevando tutto alla potenza p-esima e integrando rispetto alla variabile z si
ottiene
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e quindi estraendo la radice p-esima
ITfllee < CYPHYY fllLo = C|If || o,

quindi la funzione T f risulta finita quasi ovunque.

Nel caso p = 1 la dimostrazione & essenzialmente la stessa, e serve unicamente l'ipote-
si supyepn [po [K(x,y)|dz < C. 1l caso p = oo & banale e serve unicamente l'ipotesi

Supxe]R" fRn |K($,y)| dy S C

. Sia u € C%(Q) con Q aperto e Q C R2. Per z € Q dimostrare che

Au(z) = lim 4 i/ u(z +ry) dSy — u(x)
21 JaB(o,1)

Sugg. Considerare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di u e usare argomenti di simmetria
per verificare che [, 5 1,55 dSy =0e [,p50 1) Yiyk dSy = m0jk.
Soluzione. Scrivendo lo sviluppo di Taylor centrato in x e di ordine 2 si ha

2
r
u(z +ry) = u(x) + roju(z) - y; + E(’?Eju(w + sY)yiy; 0<s<r.
Osserviamo ora che da considerazioni di simmetria

/ ydey:O (S / yjydey:()j;ék
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Quindi
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Pertanto integrando esplicitamente

2
/ u(z +ry)dS, = / u(x) + rou(z) - y; + %82-2ju(x + sy)yiy; dSy
8B(0,1) 0B(0,1)

2
= / u(z) + rou(z) - y; + L(@fju(m) + 8fju(x + sy) — 8fju(x))yzyj s,
8B(0,1) 2
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= 2ru(x) + 2Au(gﬁ) + — / (81»2ju(:13 + sy) — 82»2ju(a?))yiyj ds,.
2 2 JaB(o,1)

Osserviamo ora che essendo u € C?%(12) si ha, dato che 0 < s <r

< 27r||8i2ju(x + sy) — 8fju(x)||oo — 0, perr—0.

Sostituendo si trova dunque

4 |1 /
— | = u(z +ry)dS, — u(x
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= Au(zx) + / ((fju(x + sy) — 81»2ju(x))yiyj ds, =9 Au(zx).
8B(0,1)



