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1. Calcolare fj_OO: (%)2 dx usando le proprieta della trasformata di Fourier e controllare il

sin(tx)

2, . ..
- ) dz in termini del parametro

risultato ottenuto studiando la funzione F(t) = 0+DO (
non-negativo t.

Soluzione. Ricordiamo che la trasformata di Fourier della funzione f(z) = 1x[_1,1)(z) vale
f(f) = sin(§)/&. Pertanto per il teorema di Plancherel
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Se per verifica consideriamo F'(t) abbiamo

F(e) = /+oo sin(2tx) dp — /+oo sin(2y) dy = Z,
0 T 0 Yy 2

Quindi

usando l'integrale notevole di sin(x)/x sulla semiretta reale. Pertanto F'(¢) avendo derivata
costante ¢ lineare, e dato che F'(0) = 0 si ha

F(t)=Ct.
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2. Sia f € L*(R) e consideriamo la successione di funzioni {f,,(x)},en definite da

Quindi

2

fulz) = /R F®pln(t — )] ne 2 d,

dove p € C§°(RR), & pari e tale che 0 < p(s), p(s) =0 se |s| > 1 e [, p(s)ds = 1. Mostrare
che per ogni k € N e per ogni M € N si ha
[f (@) < Carla| ™™ per |z] — +oo.

Dimostrare poi che se F' ¢ una funzione “regolare” allora

[ fwra a5 [ ).
R R

Soluzione. Scrivendo la derivata p-esima di f,,(x) otteniamo

+2

) ()] = \ [ 10t - e

7

2
< nPT! max ‘p(”)(s)‘ / \f(t)|e_'rt72 dt.
In(t—z)|<1

ls|<1



In particolare I'integrale si puo maggiorare con quello su
lz] =1 < |t] < |=| + 1,

_ 2 _Ue|= 1)2
dove vale e” »2 < e~ 22  ottenendo quindi

£ ()| <np+1max‘ () ‘

max t)|dt < Cparlx|™™ per z — +oo.

Per la seconda parte osserviamo che con un cambio di variabile si ottiene

[ (h@F@ = f@F@) o= | 11 o(y) dy [ [ s ra =y - [ f(t)F(t)dt]

Pertanto, se F' € C1(R) e se F, F’ sono limitate

/R (@) F(2) do — /R F@)F (@) do

/f =37 (F(t — y/n) — dt’ /|f (1= e t7)dt
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e i due integrali tendono a zero per n — +o00. In partlcolare per il secondo usiamo il teorema
della convergenza dominata dato che |f(¢)|(1 —e™»%) < |f(t)] € L}(R).
. Risolvere nel rettangolo Q = {(z,y): 0 <z < a, 0 <y < b} il problema misto
Au=0 in Q,
u(x,0) =0, u(z,b) = g(x) in0<z<a,
w(0,y) =0, ug(a,y) =0 in0<y<bo,
dove g € C1(R), ¢g(0) = ¢'(a) = 0.

Soluzione. Con il metodo della separazione delle variabili cerchiamo una soluzione della
forma u(x,y) = v(z)w(y) e sostituendo otteniamo

V@ v

v(z) w(y)

con le condizioni al contorno
v(0)=2"(a) =0  w(0)=0.

Risolvendo le equazioni ordinarie lineari si ricava che le soluzioni sono per £ > 0 e con
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vg(z) = sin <(—|—)7rac> ) wg(y) = ¢ sinh <(+)7Ty> + ¢o cosh <(—|—)7ry) .
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Il fatto che le soluzioni siano queste si ottiene imponendo le condizioni al contorno sulla v.

Imponendo che w(0) = 0 abbiamo che ¢z = 0 e quindi la soluzione risulta essere

Zaksln( (2 + ) )sinh (W)



I coefficienti «y, si possono determinare osservando che la g(x) pud essere scritta puntual-
mente (dato che & di classe C') come

ng Sm( (2k +a1) >

) dx, quindi scegliamo

sin ((2k+1)7r3:
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con gy = 2 [¢ g(x)
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in modo da imporre la condizione di Dirichlet u(z,b) = g(x).

Osserviamo che Y7 |gx| < oo e pertanto in @ si ha la convergenza uniforme, quindi u
¢ continua. All'interno v risulta armonica, con calcoli espliciti e dentro @ si puo derivare
quante volte si vuole dato che il coefficiente aj, € rapidamente decrescente essendo rapporto
tra una quantita infinitesima (gx) e un seno iperbolico che cresce in maniera esponenziale
in k. Dato che ¢’(a) = 0, il dato di Neumann & assunto in senso classico sul segmento

{z =a; y=>0}.
. Studiare il problema non omogeneo per 1’equazione delle onde
ug(t, ) — Au(t,x) = f(t, ) in Rt x R",
u(0,2) = u(0,2) =0 in R",
In particolare, fissato il parametro s € IR definiamo v(t, z, s) come soluzione del problema
omogeneo
v (t,x;8) — Av(t,z;8) =0 in (s,400) x R",
v(t,x;8) =0 in {t=s} xR",
ve(t,x;8) = f(s,x) in {t=s} xR".
Mostrare allora che la soluzione u ¢ data

u(t,x) = /075 v(t, z;8) ds.

Applicarlo poi al caso uni-dimensionale, scrivendo la soluzione in forma esplicita usando la
formula di D’Alembert.

Soluzione. Sia v(t,x; s) la soluzione del problema omoegeneo in (s,+00) x R, intanto
osserviamo che se u(t, ) fo v(t, x; s) ds allora derivando espressione per u(t, ) si ha

¢ ¢
us(t,x) = v(t,x;t) +/ ve(t, ;) ds = / ve(t, x; 8) ds,
0 0
t
ug(t, ) = ve(t, x,t) +/ v (t, x; 8) ds,
0

¢
uw(t,x)z/ Ve (£, 23 8) ds,
0

e in particolare

0 0
u(0,z) = / v(t,x;8)ds =0 e ut (0, z) = v(0, z;0) —|—/ ve(t, z;8) = 0.
0 0



Inoltre si ha uy(t, ) — ugme(t, ) = f(t, ).

Pertanto, ricordando la formula di D’Alembert che si ottiene scrivendo u(t, z) = ¢(x — t) +
P(xz +1t), si ha

1 z+(t—s)
v(t,x;8)=§/ - f(s,y)dy
r—(t—s

1 [t x+(t—s)
uta) =3 [ [ / LY dy] ds.

Dalla ultima espressione si vede che se f € C'(IR?) allora v(t,x;s) € C?(R?) e tutti conti
sono giustificati e quindi la soluzione u risulta classica.

e quindi

. Siano p e P due polinomi in una variabile reale. Mostrare che le due seguenti affermazioni
sono equivalenti

i) P(x) = p(x) — p@(2) + pP(z) — p©(z) +... Vz e R;

ii) p(z) =P(z) +P"(z);

dove p¥) (z) = ' p(z)

dxk

Siano p e P come sopra. Mostrare poi che

/p(:v) sin(x) dz = P'(x) sin(z) — P(z) cos(z) + C.

Soluzione. Osserviamo intanto che i) = i) infatti
P(z)+P" (@) = p(a) —p® (2) +p (@) =p© () +- - +p® (@) = pV (@) +p O (@) +- - = p(2),

dove la somma ¢ finita.

Viceversa vediamo che ii) = ). Dato p(z) allora la funzione P(z) risolve una equazione
differenziale lineare a coefficienti costanti con lato destro p(z). Le soluzioni di tale equazione
sono della forma

P(x) = Asin(x) + Bcos(z) + Q(x)

dove @ € un polinomio dello stesso grado di p. Che questo sia 'integrale generale si vede col
metodo degli annichilatori. Dovendo essere P(x) un polinomio allora A = B = 0. Pertanto
se p(z) = Yal, apa® allora P(z) = Q(z) = YaL, qra* Pertanto ricaviamo le seguenti
uguaglianze tra polinomi dello stesso grado

N+1

k< se N e dispari

PER (@) + PO (2) = p®M(2)  VheN
N 42

k<
- 2

se N e pari.
Quindi scrivendo la somma finita (telescopica nel lato sinistro)
P(a) = (PP (@) + P(2)) = (PW (@) + PP (@) +--- = p(z) —p? (2) +p (2) —p (@) + ...
Integrando per parti 2 volte si ha
/p(x) sin(z) de = —p(z) cos(z) + p'(x) sin(x) — /p”(z:) sin(z) dz + C,

o piu in generale

/p(k)(x) sin(z) de = —p® () cos(z) + pF*Y (z) sin(x) — /p(k+2)(ac) sin(z) de + Cy. (1)



Pertanto sommando a segno alterno le uguaglianze
Iy—L+1I,—Ig+...
si ha
/p(x) sin(z) dz = (—p(z) +p" (x) —...) cos(z) + (p'(z) —p""(z) +...)sin(z) + Co — Co +. ..

da culi la tesi ricordando la definizione di P.



