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1. Sia f : R — C una funzione 27-periodica e tale che f € L!(—7,7) e sia g : R — C una
funzione limitata e 2m-periodica. Dimostrare che

Jimf f@)gtne) do = F0)500) = (f f@) o) (f g(a) ds) 0
Soluzione. Sia on[f](z) = > <n ( ‘)fk ¢'** ] polinomio approssimante di Fejér e

fissato € > 0 si scelga N € N in modo tale che

|f —onlflllz <

€

lgllze

Scriviamo poi

[ sty ao = [ (1) - ol + onls1@) o)

e pertanto

2m 2 |]{7| ~ ik 2m
dx — - = d 0 -0 d €
fagtna)do— [ 50 (1= )R gmarda] < lgluw [ 1 - onlillde <

N
0 k|<N

Con un cambio di variabile si ottiene che
1 2 4 G-k/m sek/ncl
g(nz)e™™ dx =

2m 0 altrimenti

e pertanto, visto che |k| < N, scegliendo n > N si ha che

1 g2 _ do sek=0
by g(nx)e™*® dx =
TJo 0 sel<|k|l<n.

Si ha quindi, scambiando somma finita e integrale, se n > N

" ey 3 (1 W)5 [T gt ao

0 lk|<N

= i f@)g(nx) de — Z (1 - m) /27r eikwg(”x) dx
0

0 |k|=0

2

=/ f(x)g(nz) dz — 27 fogo

< €,

da cui la tesi, data la arbitrarieta di € > 0.



2. Sia g € L'(R) tale che [ g(y)dy =1 e siano

o= [ away e p={ g
/ /

—0o0

Sia f una funzione limitata e continua a tratti. Allora definendo per € > 0 la funzione
ge(x) = ¢cg(%) si ha
lim (f * ge)(z) = af(z™*) + Bf(a7),

e—0t

dove f(z%t) :=lim,_,,= f(2).

Soluzione. Scrivendo

0

+oo
f*gf(w)—af(m’“)—ﬁf(x‘):/ [f(w—y)—f(f)]ge(y)dw/o [fz—y)—f(z7)]ge(y) dy

— 00

¢ sufficiente mostrare che i due integrali si annullano quando € — 0. Studiamo solo il secondo,
il primo si tratta in maniera analoga. Visto che f ammette limite sia da destra che da sinistra
in z, fissato A > 0 esiste 6 > 0 tale che

lflx—y)— fz7)| <A per 0<y<i.

Spezziamo I'integrale su (0, 4+00) come quello su (0, ) pitt quello su (J, +00). Per quello con
intervallo finito si ha

) ) d/€ +o0
/0 (@ — ) — F@)ge(u)dy| < A / l9e(w)| dy = A / l9(v)ldy < A / l9(v)| dy,

e questo puo essere reso arbitrariamente piccolo con una scelta opportuna di A > 0.

Per I'integrale sulla semiretta usiamo che esiste M € R* tale che |f| < M per scrivere

+00 +oo +oo
| e~ f(x)]ge(y)dy‘ <ot [ lg.ldy =21 [ lgtwldy
5 5 5/c

e quest’ultimo integrale si annulla per € — 0 dato che g € L' (R).

3. Verificare che la funzione reale ||.||; definita per un polinomio di grado n a coefficienti e
. . n k .
indeterminata complessa P(z) =Y, _, arz" tramite

n

1)1 = laxl,

k=0
definisce una norma e verificare che dati P(z) = Yy _jarz" e Q(2) = >_j, brz" allora

[1P(2)Q(2)[lr < [[P(2)[1 [|Q(2)]1-

Soluzione. Sia ha ovviamente che |[P(z)| > 0, e se |P(2)|| = >_}_, |ax| = 0 allora P(z) =
0. Se P ha grado n e non & nullo allora ||P(z)|| > |a,| # 0. Inoltre si ha che [|AP(z)|| =
S h_oAlax] = A|P(2)|. Dati P,Q di grado n si ha che P(z) + Q(z) = Y__,(axr + bg)2" e
quindi

1P(2) + Q) = > lak +bil <> lar| + [bx] = [P(2)]| + |Q(2)]-
k=0 k=0



Siano ora P e @ anche di grado diverso, per fissare le idee supponiamo n > m. Ponendo
b = 0 per m < k < n, possiamo pensarli dello stesso grado e inoltre P(z)Q(z) = Y 1_, ¢r2"
con ¢, = Y, _o agby_j. Si ha pertanto

PR =Y lerl =S [> arbri| < 35 Jab ]
r=0 r=0 | k=0 r=0 k=0
S ol I = (z |ak|) (zw) PG
r=0 k=0 k=0 k=0

4. Dimostrare che gli zeri di una funzione armonica f : €2 — R, con 2 C R"™ aperto, non sono
mai isolati

Verificare poi che se f : 2 — C la proposizione & falsa construendo un controesempio.
Trovare infatti la parte immaginaria di una funzione ¢ la cui parte reale e

R(9) = (1-n)a? + 3 ad,
k=2

in modo che A¢ = 0 e nell’origine ci sia uno zero isolato.

Soluzione. Per semplicita scriviamo la formula della media in due dimensioni, ma il conto
¢ del tutto analogo in ogni dimensione spaziale. Sia xo € 2 tale che f(xz¢) = 0 e pertanto

1
2T

0= f(zo) = /BB( )de Y0 < r < d(zo, 09).

Dato che l'integrale si annulla, e la funzione f & continua (essendo armonica), questo implica
che deve esistere almeno un punto z, € dB(xo, r) tale che

f(z,.) =0.

Infatti o f & identicamente nulla sulla sfera, o assumendo valori sia positivi che negativi
deve annullarsi almeno una volta. Siccome questo ¢ soddisfatto per tutti i numeri 0 < r <
d(zg,0%), ne consegue che zy non puod essere uno zero isolato.

Dato che la parte reale di ¢ ¢ armonica, basta scegliere come parte immaginaria una
opportuna funzione lineare e quindi armonica. Per esempio

¢=(1—n)z} +in + iz
k=2
€ armonica e si verifica che si annulla solo nell’origine.
5. Sia u soluzione del problema ai valori finali
ut(t, ) — uge(t,x) =0  z€)0,w], 0 <t <T,
w(T,z) = g(x) x €]0, 7], (2)
u(t,0) =u(t,7) =0 0<t<T,

a Utlizzare il cambio di variabile t = T — s per far diventare il problema uno ai valori
iniziali;

b Risolvere (almeno formalmente) con la separazione delle variabili il problema ai valori
finali e cercare ipotesi sulla g in modo che la formula trovata sia una soluzione;



1

¢ Usare il dato finale g, (x) = - sin(nx) per mostrare che la dipendenza continua dai dati

non vale.

Soluzione. a) Col cambio di variabile e definendo v(s,z) = u(T — s,z) si ha 9sv(s,x) =
—0uu(T — s,2) e v(0,2) = u(T, x), quindi il problema diventa

Vs(8, ) + Vge(s,2) =0 z €)0,7[, 0<s<T,
v(0,2) = g(x) x €]0, 7,

u(t,0) = u(m,0) =0 0<s,

b) Cercando una soluzione del tipo u(t,z) = T'(t) X (z) si ottiene 'espressione “formale”

i Kt sin(kx)

k=1

e imponendo che u(T, ) = g(x) si ha, sviluppando la g in serie di Fourier (di soli seni dato
che si annulla per x =0, z = 7)

x) = Z gk sin(kx),
k=1

la seguente espressione
o0

Z ok (T—1) ) sin(kx).

k=1
osserviamo che T'— ¢ > 0 e quindi che I'esponenziale peggiora di molto le proprieta della g.
Per avere convergenza una condizione sufficiente & che

o0

A 2

|9k|e® T < 400
k=1

e quindi i coefficienti di Fourier della g si devono annullare, per k — +00, piu rapidamente
di qualsiasi potenza negativa di k.

c) Scegliendo come dato finale g,(z) = % sin(nz) si ha

1
Up(t, ) = —en*(T—1) sin(nz)
n

e osserviamo che mentre |g,| < % uniformemente in x, se n =2N + 1, N € N si ha

1
lun(7/2,0)| = —e™'T 5 400 per n — +o0.
n



