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1. Sia γ ∈ R\Q e sia f : R→ C continua e periodica di periodo 2π. Dimostrare che

lim
n→+∞

1

n

n∑
k=1

f(2π k γ) =
1

2π

∫ π

−π
f(t) dt

2. Sia f ∈ L1(R) e definiamo

φ(t) = 2π
∑
j∈Z

f(t+ 2πj), t ∈]− π, π[.

Mostrare che è periodica di periodo 2π, definita quasi ovunque su tutto R e che φ ∈
L1(−π, π). Calcolare φ̂n, il coefficiente di Fourier (complesso) associato alla funzione φ
in termini di F(f)(ξ), la trasformata di Fourier di f . Supponendo inoltre che f sia continua
e

|f(x)| ≤ C

(1 + |x|)2
, ∀x ∈ R e |F(f)(ξ)| ≤ C

(1 + |ξ|)2
, ∀ ξ ∈ R,

calcolare φ(0) tramite il suo sviluppo in serie di Fourier, esprimendo il risultato in termini
di F(f).

3. Risolvere (con trasformata di Fourier parziale rispetto a x) il problema di Dirichlet∆u(x, y) = 0 x ∈ R, y ∈ R+,

u(x, 0) = g(x) x ∈ R,

con g ∈ L2(R).

Mostrare poi che la soluzione u(x, y) ha gradiente in L2(R×R+) se è soddisfatta la condizione∫
R

|ξ| |ĝ(ξ)|2 dξ < +∞.

Inoltre se g ∈ L∞(R) ∩C(R) (non necessariamente in L1(R) ∪ L2(R)) allora la soluzione u
è classica e u(x0, y)→ g(x0) quando y → 0+, per ogni x0 ∈ R.

4. Sia f : [0,+∞[→ R una funzione di classe C∞([0,+∞[) ∩ L1(0,+∞). La funzione definita
con prolungamento pari (riflessione del grafico rispetto alla retta {x = 0}) risulta continua,
ma non derivabile in x = 0, a meno che f ′+(0) = 0.

Sia quindi definita la funzione F : R→ R come segue

F (x) :=

 f(x) per x ≥ 0,

α1f(−x) + α2f(−x/2) per x < 0.



Scegliere α1, α2 ∈ R in maniera tale che F ∈ C1(R). Dare una stima per la velocità con cui

F̂ (ξ) tende a zero per |ξ| → +∞.

È possibile in analogia definire una funzione F : R→ R, tale che F|x≥0 = f(x) e F ∈ Ck(R)
con k ∈ N assegnato?

5. Determinare il momento di inerzia rispetto alla retta generata da e3 della (porzione di)
superficie regolare parametrica (con densità di massa costante e unitaria)

φ : T → (2uv, u2 − v2, u2 + v2) ∈ R3

con T := {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 ≤ 1}.


