Una funzione continua la cui serie di
Fourier non converge (almeno) in un
punto

24 novembre 2017

Viene data una costruzione esplicita di una funzione f € C(T), dove T =
R/277Z, tale che la sua serie di Fourier non converge in xyp = 0. Questo non &
I’esempio originale di duBois Reymond, in quanto sfrutta idee che sono emerse
venti anni dopo della scoperta originale.

Intenderemo con O(-) ¢ la usuale notazione di “O grande”. Inoltre, di-
ciamo che una serie di funzioni continue ZI:(}) fn(x) converge totalmente se
::6 [l fnllLe < +o0: in tal caso, la serie converge ad una funzione continua.
Cominciamo a fissare la notazione e a richiamare alcuni fatti noti: con
¥ 1
Dy (z) == Z etk — M zeR, NeN,
sin(%)

|k|<N

si denota il nucleo N-esimo di Dirichlet e con calcolo esplicito si verifica che

/ |Dn(2)|dz > Clog N per N — +oo0.

—T

Se f € L'(T), allora la serie di Fourier troncata all’ordine N € N si scrive come
segue:

sx()@ = 3 G = L [ ey dn,
k<N -

Pertanto, definendo

1 se x>0,
sgn(z) :=4¢ 0 se x =0,
-1 sex <0,

se
fn(z) :=sgn(Dn)(z) perz € R,
si ha che |fy(z)] <1 e, dato che Dy(—x) = Dy(z), si ha anche

Sw(fw)0) = 5 | " sgn(Dy)(4) D (y) dy

2 J_,
1 ™

= — |Dy(x)] dz = O(log N).
2 J_,



Osserviamo che la successione {fy } nven non fornisce un controesempio valido:
il primo motivo & che la successione {fy} non & una funzione singola; il secondo
che le fy non sono continue, in particolare fy risulta discontinua in nei 2N
punti z; € [—7, 7] che risolvono
1
(N+§)xj=k7r ke N;
il terzo ¢ che | Sy (fn)(0)] < +oo per ogni fissato N € N.
Le proprieta fondamentali della successione {fy} sono

[fn(@)] <1 Sy(fn)(0) = Clog N.

Cominciamo a costruire intanto una successione di funzioni continue che rispetti
le stesse proprietd, ciog vogliamo una successione {hy} tale che

hy € C(T),  [hn(2)[ <1, Sy(hn)(0) = O(log N).

Per ogni N € N possiamo rendere la funzione fy continua raccordando linear-
mente il grafico in un intorno dei punti z;, con j =1,...,2N.

Fissato N, definisco oy := m e posso trovare una funzione gy continua
tale che

fn(x) z€[-mr\U(z; —0n,x; +In)

gn(z) = ¢ lineare che unisce i punti del grafico
(z; — o, S (x5 — 0n)) e (25 + 6N, [ (25 +0n))
per x € (x; — 0N, x; + On).

Con tale definizione si ha che che ||fx —gn|lz1 < 5= € |lgn ]|z~ < 1. Pertanto

S N+
chiamati fy(k), gn (k) i coefficienti di Fourier di fy e gy vale

G (k) — (k)] < VkeZ.

2N +1

Calcolando la serie troncata N-esima di gy si ha che

o~

|Sn (9 ) (0)] = Z gn (k)| = Z n (k) — f (k) + Fx (k)

k| <N k<N

> Z [P (k)] = Z G (k) = Fn (k)]

<N K<
> 3 (k) -1
[k|<N

> Sn()(0) -1,

e quindi,
Sn(gn)(0) = O(log N)  per N — +o0.



Per i calcoli che seguono sara utile, invece che lavorare sulle gy, avere per ogni
N € N un polinomio trigonometrico hpy, che approssimi le gy e tale che valga
ancora

(@) <1, Sy(hx)(0)=O(N) VYneN.

Dato che le g sono contine & naturale provare a usare le approssimanti di Fejér.
Definiamo quindi

Tin(x) - = o (g) (@) = = / on( — ) Fya (y)dz

:E -

= 3 (1 ke,

|k|<N

e si ha
s

[hn ()] < HgNHLoc/ Fyii(z)de = [lgn = < 1.

—T

Dato che hy & una somma di esponenziali complessi di frequenza minore o
uguale a N ne segue che Sy (hy)(x) = hy(x) e quindi scrivendo come prima

Sn(hn)(0) = Sn(gn)(0) + Sy (hn — gn)(0),

basta controllare se il termine Sy (hy — gn)(0) rimane limitato. Calcolandolo
esplicitamente si ottiene

Sx(in)(0) — Sn(gn)(0) = 3 [1—]\["1'1} v = 3 gnk)

|k|<N [k|<N

= Y —gwm.

k|<N

Pertanto, ricordando che |gy| < 1 implica [gn (k)| < 1 per ogni k € Z si ha

7 B~ ||
|SN(hN_9N)(0)‘§ Z mgN(k)|§ Z Ni—l—l
[F|<N [k|<N
N
k N(N +1)
=2 =2 = N.
kZONJrl 2(N+1)

Non possiamo quindi concludere nulla dato che le stime non implicano che
Sn(hn)(0) = O(log N).

Una maniera per risolvere questo problema e quella di sommare un numero
maggiore di termini. Definiamo quindi

hy(x) :=on241(gn)(z) = Z [1 - le;'LJ an (k)etke,
k| <N>

Allora per ogni N € N il polinomio trigonometrico hy ¢ di grado al pitt N2, e,
con la stessa dimostrazione di prima, |hy(z)| < 1, ma adesso

Sul)(e) = X |1- gy | e

[k|<N




e pertanto

N L.
Sx(hy — gn)(0) = Nz 4 19N (k)
[k|<N
per cui, per ogni N € N
k| N(N+1)
B — < <2 <2
[Sn(hy = gw)(©O) < N2+1|N Z:N2+1 2(N24+1) = 7

k| <N

Dunque, abbiamo risolto il secondo problema: abbiamo ora una successione
{hn}Nnen di funzioni continue (in realta, regolari) e limitate uniformemente sul
toro, tali che per zo = 0 il modulo della somma parziale di Fourier N-esima si
comporta come log N.

Vediamo ora di risolvere il primo problema. Nessuna delle Ay ha serie di-
vergente in 0, perche essa risulta finita, anche se dell’ordine di log N. Vediamo
come costruire una unica funzione che sia continua e che abbia per o = 0 la
serie di Fourier non limitata.

Dato che le hy sono limitate uniformemente la prima idea ¢ quella di definire

+o00
b
¢(x) _ j~(2x) r € R,
=
dato che -1 || I)HLoo < Xia ]12 < o0, implica che si ha convergenza

totale. Dunque 0] 6 CO(T) ed & 2m-periodica, perché ogni h; & 2m-periodico.
Inoltre, si ottiene

N-1 hk hN +o0 hk
Sn(¢)(0) :SN(Z Tg)(o)"'SN(ﬁ)(O)'FSN( Z —)(0)
J=1 j=N+1

_. AN N N
=: A, + B, + C¢
e il termine sui cui ho informazione ¢ il secondo ma

log N
N .
By = SN(W)(O) =0 IE ) che non diverge

per N — 400. Ma allora non riesco a far scoppiare la serie in 0.
Cerco di definire una funzione simile usando una sotto-successione {\;} che
cresca abbastanza in fretta. Definisco pertanto

j=1

si ha ancora Z - || < jof < +o0, dunque, ¢ € C°(T). Tron-

cando la serie come prlma al livello Ay € N si ha

t)

| | oo

N— h +oo h)\.
Sxx (9)(0) = Sxy ( 0) + Sy (T + 50 3 =2)(0)
J=1 Jj=N+1

N N N
Aw +Bso +Cso



e ora dato che ( )
h)\ @ log )\N
S (2)(0) = =52,
fissando per esempio

A =3Y jeN,
essa risulta strettamente crescente e inoltre

h O(log33™) O3V log3)
N A
BLP = SAN <N712\])(0) = N2 = N2 )

che diverge per N — 4o0.

La strategia della costruzione sara quella di far vedere che Ag e Cg restano
limitati.

Cominciamo dal primo termine Ag che contiene solo un numero finito di

. . N—1 hx,(z) | . . . . .
termini. Intanto osserviamo che > j=1 —jz— eun polinomio trigonometrico di

grado minore o uguale a A%, essendo somma di polinomi di grado minore o
uguale a )\? per 1 <j < N — 1. Dato che
N<Avor Vi<N-1

A2 =323 o338 3m Y eN,

(1)

si ha (essendo la serie troncata di Fourier Sy, la proiezione sui polinomi trigo-
nometrici al pitt di grado Ay_1) che

2

—1 N—-1 N—
Sanl ’;21‘)(96) -y SANU;?')@) -y ’; (x),
=1 =1 =

per cui, per ogni N € N

N W hy, T h, (0), = byl X1
AN =[50, (Y =) 0) = | 3] 22 < Y0 R <N o < e,
= = = J =

Dunque, manca da controllare il terzo termine Bg . In realta, non si riesce
facilmente a mostrare che ¢ limitato essendo una somma di infiniti termini. Un
modo in cui si potrebbe stimare facilmente sarebbe se fosse vero che

SECY — Iy (@)
San( Z T)(x): Z 5 -
j=N+1 J j=N+1 J

Tale affermazione & in generale falsa, ma quello che possiamo ottenere & qualcosa
di simile, almeno nel punto zg = 0. A tal fine consideriamo la funzione otte-
nuta moltiplicando per A; anche 'argomento della funzione hy;(z). Pertanto
definiamo
+o00
h)\ ) ()‘j .T)
Y(t) = — (2)

j=1

Come prima, si ha che la serie converge totalmente e quindi ¢ € C°(T).



Come passaggio preliminare cerchiamo di capire se esiste un m € N tale che

037 )
Sl ) om0 = 53, (1, )()mo = 23 jEN.
In termini di sviluppo di Fourier, dato che hy,(x) = Zlk\@\? ﬁ;(k)e“”, allora
h)\j()\jx) = Z ﬁ;(k,)eik'ij7
kK| < >\J2.
e quindi
Smlha,(Njz)) = > b (k)e*N”
ki lklA; <m
kel < A%
da cui

S, (ha, (Ngm)) = D" T, (k)T £ Sy (k) (2)

R k| <

quindi la scelta di m = A; non va bene. Se scegliamo m = /\? si ha

Sxa(ha)Na) = 3 T (ke
klklay < x?

k| < A%
e se teniamo conto che \; < )\? ne segue che
{keZ: kN <XNIn{keZ: |kl <N}={keZ: |k <)},

e quindi

Sxa(ha, (\ja))emo = D B (R)e™7 g = S hy, = Sy, (ha,)(0),
[k|<X; [k|<A;

nonostante per gli altri = si abbia in generale Sy2(hy, (Ajz)) # Sx, (hy,)().
20, PAN
Scriviamo quindi la nuova decomposizione

Sxz, (¥)(0)
phly h,\j()\jl‘) h)\N()\NLL‘) = h)\j()‘jx)
=Sy (Y —57)(0) + Sz (—yz)(0) + 5y ( > —F)0).
j=1 J j=Ny1
= A + By +CJ
e pertanto
hay ANz O(log N
BY = 5y (M0t ) _ QNN

Per quanto riguarda il termine Af/\f che & una somma finita osserviamo che per
7 > 1 si ha che

ha, (o) = D by, (k)e™e,
[kl<2



Pertanto hy; (A;x) risulta essere un polinomio trigonometrico di grado al piu
)\5 A= )\? < \%_,. Ma dato che

AB _ 33_37n71 _ 33771 _ )\m S )\2

m—1 m

Vm e N,

ne segue che
Sxz (ha; (Ajz)) = hy; (Ajz) Vi <N,

e quindi come prima

N—1 N—1 N-1 +o0
h)\j ()\]l‘) S)\Q (h/\j ()‘]x)) h)xj (AJZ‘) 1
L TE LT TR TR
j=1 j=1 j=1 i=1

dato che [|hy, |loc < 1. Il termine Ag risulta limitato.
Per il termine C'f/y osserviamo che che

ha, (o) = D g (R)e®® =T (0)+ D o, (R)e™MT, con j > N1,
k| <A2 1<IK|<AS

quindi i termini non costanti hanno grado maggiore o uguale di Ay4;. Ricor-
dando la (1) si ha A2 < \j;; e quindi

Saz, (ha,(Aj2)) = hy (0)  Vj>N+1,

da cui segue che

400 4+oo 7 +oo
h)\j()\'l’) h)\j(O) 1
CNI =15 (Y 282 0) = | Y P <Y 5
j=N+1 J

che risulta finito.
Ma allora Sy ,(?)(0) ¢ somma di due termini limitati, e di uno che é
divergente in modulo, quindi anch’essa é divergente in modulo, e quindi

lim sup [Sn (¢)(0)| = +o0,
N—+oo

concludendo la verifica della costruzione.



