
Lezione 52

EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI del I° ORDINE

Definizione : Una a.D. E
.

del primo ordine si

dice lineare se è del tipo

+
' It ) t alt ) xltt = tolti

con a
,
b funzioni date

.

La funzione alti viene detta coefficiente

e la funzione bltt viene detta termine

noto .

Se blt ) = o allora diremo che l' equazione

è omogenea .

In generale una 0.DE
.
del primo ordine

è del tipo X
'

Al = flt ,
xlt )

nel caso delle eg .
lineari

flt , xltl ) = - ahxltttb.lt )

In forma breve spesso scriveremo

+
'
e - alti x t blt )

Esempi : ×
'

tutti = o alti = ht BHI = o

×
'
- ZX = si - Ct ) natale -2 blt ) - sionlt )

CONTROESREMPI : NII sono a.D.E. lineari del primo

ordine ×
'
+ 2×2=0

×
'

+ t cosa ) = E

Teorema : le soluzioni dell' eq .

xlltita.lt/xHt=bct )

sono tutte e sole le funzioni della forma

Htt = e-
Act ) [ Bit) te ]



con te E IR
,
dove

Act ) una primitiva di alt )

Bltt è una primitiva di la " '
.
bct )

Dimostrazione :

Consideriamo ×
' It ) t alt) xlt ) = bct )

.

Moltiplico per la# ' con alt ) primitiva di ale)

ix. It ) . la
# '

+ alt ) ealtixlt )
,
= ealt ' blt )

11

( Xlt ) eactt )
,

Dunque (xlt ) È
"
)
'

=
ea" bit ,

da cui Xlt ) la
"

= Bit ) + e

con BCH primitiva È
"
ba) .

Esplicitando XH ) otteniamo
-Alti -

xlt ) = e L Batte ] .

Esempio : Risolvere ×
'
tzx = 3

( t' Lt ) tzxlt ) = 3 act ) = 2 b. (ti =3 )

alti = 2 → Alt ) = rt

e.
alti

= art

e' × '
+ e
"

- za =
sett

( × e
' ) = sera

cerco Blt ) primitiva di ealt ' bit , = sett

↳ ètdt = / z.ae?-dt=zfzettdt
rt

= 7 e te



× art = fette
-rt

X = § te e con le IR

Esempio : X
'
_
E = rt

' (* )
t

( ètti
- f xlt ) = rt

' alti = - ¥ basarti )

alti = - t
E

alti
- AHI

se tso alti = - log H )
,
e = ¥ ,

e = t

ealt ' . bitte rt Blt ) = ti

xltl = t ( Etc ) = t
>

tct CEIR

setto alt , = - logl - t ) , è
" ! - ¥ ,

èa "!
-
e

la " ' . blty = - rt Blt ) = - ti

XH ) = - tl - t' te ) = È - ct = t' tct

Dunque sia per t.co che per t > 0

Htt = Ex Ct con CEIR



Esempio : Risolvere X
' tztx = 4T

'

{ xlo) = 2
alti rt

,
blt ) =L,È

⇒ alt ) - E
,
la # I = et

'

ea" ' bit ) = NÉ È
Bitte zè" [ E - s ]

Infatti f ↳ tetdt = f À . rtet
'

dt
= ¥ ¥ 2

[⇐ = rt
> et _ fletetrdt = ztet - zfztèdt

= st'È _ zè" t e

= zè" [ E - s ] te

Dunque xltie e-
a" ' [ Batte ]

= e-
"

[ zè" ( E - s ) + e ]
-
E

= alta - s ) + c. e con CER .

Vogliamo ora trovare e ER tale per cui

+(a) = 2 .

2. = 2 ( o - a) te è

⇒ 2 = - 2 te

⇒ c- 4

La soluzione del problema di Cauchy è
XHI = alta - s ) + hèt

'



EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE del I° ORDINE

sono quelle che si scrivono nella forma
+
" It ) = flt , xlt) , + ' H ) )

con f funzione data
.

Problema di Cauchy ( o ai dati iniziali )

+
" Lt ) = flt , xltt , x. It ) )

(PC ) {xlto ) = Xo

×
' Ita ) = Xa

Teorema [Esistenza e unicità di soluzioni per (PC ) ]

L' equazione X
" It ) - f- ( t, xlt ) , xiltt ) ( sotto opportune

ipotesi su f) ammette una ed una sola soluzione

che soddisfa anche le condizioni iniziali xltol.to

e +
' Ita ) = Xs .

Osservazione : le soluzioni di ×
" ( t ) = flt , xttt , xiltt )

formano una famiglia a due parametri
EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE LINEARI
del I° ORDINE

Definizione : Un' eq . differenziale ordinaria si dice

lineare del second ' ordine se è del tipo

+
"Htt atttx.lt/tblttxCtI = CH )

con a. b. e funzioni date .

Le funzioni alt ) ,
blt ) si chiamano coefficienti .

Se ottica e tolti e b ( con a
,
be R )

sono indipendenti da t
,
diciamo che l' ca .

è a

coefficienti costanti . La funzione cit ) si chiama

termine noto
.

Se CHIEO
,
l' eo

,
. è Omogenea .



EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE LINEARI
del I° ORDINE OMOGENEE

Teorema : Chiamiamo X l' insieme delle soluzioni di

+
"Httalttxilt ) tblttxlt ) = 0 (* )

Allora X è uno spazio vettoriale e dimlx ) - 2
.

Osservazione : l' insieme V delle funzioni da ICIR

a R è uno spazio vettoriale :

la somma è l' usuale somma tra funzioni

( (ftgdx.ae flxttglx ) ) e il prodotto per scalare

è l' usuale prodotto per uno scalare ( ce IR
,

(f)lxl c. flx ) ) .

Dimostrazione :

Dimostriamo che X è un sottospazio vettoriale

di V
.

( i ) X è chiuso rispetto alla somma .

Siano Xalt ) e x. Lt ) due soluzioni di ( * )
.

Allora (Xstxr htt = X. Htt X. HI è soluzione di CHI

Infatti

Katia)
"

H ) talttlxatxziltttblttlxatx.IN )

= Xi' Htt xèltttalttxiltttalttxèltttblttxnltttblttxalt )

= Xsiltttalttxiltttblttxnltttxèltttalttxèltttblttxaltt
'

= 0
' '

= 0
'

= 0

Cit) X è chiuso rispetto al prodotto per scalare

sia Xalt ) soluzione di ( * ) e ce IR
.

Allora (x. IH ) = c. xs.lt ) è soluzione di CHI
.



Infatti

(cxa )
" Ht t alticcia )

' Htt b.A) ( cxa ) Ht

= cxa
"
htt alt ) - c. xàlt ) t bit ) - c. xnlt )

= c. ( xa
"

Lt ) tahtxjltttblttxs.lt ) ) = c- o = 0 .

(Iii ) X non è vuoto

la funzione XLTIEO è soluzione di (* ) :

+
" ltitalttxtlt ) tblttxltt-otaltt.otbht.ae O

⇒ xlt ) = O E X ⇒ X # Io .

Possiamo concludere che X è sottospazio vettoriale

di V
, quindi è uno spazio vettoriale .

Dobbiamo dimostrare che dim ( X) = 2
.

Dimostriamo che X è isomorfo a R?

Definisco T : X , R
?

{ × . . %)
che manda soluzioni di (* ) nel vettore con prima

entrata la funzione calcolata in zero e la sua

derivata calcolata in zero
.

Ii ) T è lineare

siano Xalt ) , xalt ) due soluzioni di (* 1
.
Allora

texani . =L %! )

=L ttf %) = tixattttxe )
.

Sia xslt ) soluzione di ( * ) e c e IR
.

allora

tieni =/ 1=1 t.cl f- etimi .

I



Iii ) T è iniettivo

Dimostriamo che Kerlt ) = I xltteo )
,
ossia

che l'unica soluzione di ( * ) che soddisfa

( %) =/ ? ) è la funzione costantemente nulla .

si vede facilmente che xltteo è una

soluzione del problema di Cauchy
+
" ltttalttxiltttbltlxltl = o

* È::
Grazie al teorema di esistenza e unicità

del problema di Cauchy possiamo concludere

che xltleo è l' unica soluzione di (# )

⇒ Kerct ) contiene solo il vettore nullo

(che in questo caso è la funzione xltteo )
⇒ Tè iniettivo

.

(iii) T è suriettiva
.

Dimostriamo che Imct ) = È
,
ossia che

preso un qualsiasi vettore di te ( I;)
esiste una soluzione di ( * ) che soddisfa

( ) - ( % ) .
Questo coincide con dimostrare

l' esistenza di soluzioni per il problema
+
"Htt

ahlxiltttb.lt/xltI=O*nl::::
con vs

,
va E IR .



Il teorema di esistenza e unicità del

problema di Cauchy ci garantisce che

(# # ) ammette soluzione
.

⇒ Tè snriettiva
.

⇒ T è un isomorfismi

⇒ X e R
'

⇒ d.im/X)=dinn(lR ' ) = 2
.



Lezione 53

Equazioni differenziali ordinarie del second '
ordine

lineari = coefficienti costanti omogenee :

X
" (ti taxilt ) tbxltt = o

con a
,
be R

( in breve ×
"
tax

'

tbx = a)
Teorema : Data l' equazione

(*) X
" (ti taxilt ) tbxltt = O con a

,
be R

chiamiamo equazione caratteristica associata

l' equazione di secondo grado Nt ad tb = 0

e indichiamo con D il suo discriminante
.

a) Se A > O indichiamo con Ns .ae - AIZDT le due

soluzioni reali e distinte dell' equazione caratteristica .

La soluzione generale di (* ) è

xlt ) = calme + Gent con ca .cat R .

2) Se D= o indichiamo con te -È l' unica

soluzione dell' equazione caratteristica .

La soluzione generale di (* ) è

XH ) = caètt + Catettt con Ca , cae R .

3) Se solo indichiamo con p ± iw le due

soluzioni complesse dell' equazione caratteristica

( pe - § ,
w = - f ) .

La soluzione generale di (* ) è

xlt ) = caeptcoscwt ) t ca eptsimcwt ) conca , getta

"



Dimostrazione :

a) La D > 0
.

dat
Mostriamo che xs.lt ) = e è soluzione di (*, .

Xs Al = edat
xàlti = da edit

Xàltt = piena
⇒ tieni + adaednt +

beat
At

= e
'st ( di t aha t b) = e io = O

I 1

= o poiche
' Ma è

induzione di art ad tb = 0
.

Analogamente x. Ht = edit è soluzione di (¥ ) .

Inoltre ca ant t credit = o # te IR

e con Na # la ⇒ ca = Ce = O

⇒ Xaltt e Xzlt ) sono linearmente indipendenti .

2) sia D= 0 .

Grazie allo stesso argomento del punto A)

verifico che Xnlt ) = ettt è soluzione di (* 1
.

Considero ora Xelt ) = tetti

Xalt ) = zettt

xilti = ètt +
ittèt

x.
" ht = aI #

+ (F)
' tètt

⇒ zietta ( It' text taèttaitèt +btèt
= e
# ( afta ) + te

# ( Etait + b)
= O poiche

'

= O poiche'
I = - Ee e soluzione

= 0 . ètt + a. te
#

= O

⇒ Xzlt ) è soluzione .

^



Inoltre Xslt ) e Xzct ) non sono proporzionali ,

dunque sono linearmente indipendenti .

3) Sia AL 0 .

Verifichiamo che Xsltl = È coscwt ) è

soluzione di ( * )
.

Xslt ) = est coscwt )

xàltle part coslwt ) - ci eptsimcwt )
x.
"

HI = ( pa - wa ) È caduti - zwpettsimlwt )
⇒ ( pa - wa ) ept caduti - zwpettsimlwt )
apeetcoslwtt-awe.pt sincwt ) t best coscwt )

=! - n' taptb ? ettcoscwt ) - wlzpt a) Eltsin ( cit )
1 I

= [tè ;
hb

- [ + b = 0 = o poiche
'

pe
- E

= 0 . e
'
coscwt ) - w . 0 . È sin ( cit ) = O

⇒ Xalt ) è una soluzione
.

Verifichiamo che Xaft le ettsimcwt ) è

soluzione di ( * )
.

Xzlt ) = ettsimcwt )

×:(ti = peitsinlwt ) tweet ( cit )

× ; HI = ( pa - wa ) eptsincwtttzwpettcos ( cit )

⇒ ( pa - wa ) eptsimcwtttzwpetcos ( cit )

aperta.ru/wti-aweptcosCwtttbePtsimCwt )
=! - n' taptb ? ettsimcwt ) - wlzpt a) e'Fos ( cit ) = O

I 1

= [tè ;
hb

- [ + b = 0 = o poiche
'

pe
- E

⇒ Xzlt ) è soluzione
.

Inoltre xs.lt ) ed Xrlt ) sono linearmente indipendenti .



Esempi :

•
Risolvere X

"
- 4x

'

t 4X = O

N - 411+4=0 ⇒ da 2

La soluzione generale di X
"
- 4x

'

thx = O

è xltt-cs.at + start
= art ( Cs t Cat ) con ca

, ↳ e IR

•
Risolvere X

"
- sx

'

+ ZX = O

d' - 3T t 2=0 ⇒ da = 1
,
X
,
= 2

.

La soluzione generale di X
"
- sx

'

+ ZX = O

è xltl = Get t Gert con g. ↳ E IR

.
Risolvere ×

"
- zx

'

t EX = O

A' -2ft 5=0 ⇒ ptwi-1t.az
La soluzione generale di ×

"
- zx

'
75×-0

è xltl = èccacoslzt ) tcasimlzt ) ) conca .GE/R



Giustificazione del perche' le soluzioni sono della
forma vista nel teorema

.

Cerchiamo le soluzioni a +
"
tax

' tbx = O del

tipo E- e
'"

con te IR :

EHI = edt

E' AI = lett

ÈHK Nett

⇒ d' ètttadedttbedt = o ft

⇒ e'tl d' tadt b) = o ttt
un

> o
⇒ d' taltb = O

i ) se il discriminante di d' taltb - o è stretto

maggiore di zero ,
allora da e X

, sono le

due soluzioni reali e distinte di K' todt bao

⇒ xs.lt/=e'"t
,
x.alti = e'"

+
sono soluzioni

di ×
"

tax
' tbx = 0

.

ii) se il discriminante di d' taltb - o è stretto
.

minore di zero
,
allora da e Ne sono le

due soluzioni complesse di d' tali b- 0
.

Dando per buono che anche per ME E

( edt )
'

, lett e lett ) " = d' ett
,
abbiamo

ancor che X. It ) = e
''st

e xr.lt/=edrt

con la .kz E CI sono soluzioni di Htt .

Possiamo scrivere da
, =p I Wi

xalt ) = e'
"t

= ecptwitt , est .
eiwt

= est ( coscwt ) ti simlwt ) )
←

È = cosciotti simlo )



x.A) = edit = eco - witt = est . e-
int

= est ( coslwt ) - Isin ( wt ) )
←

e-
io
= cito ' = cosi - a) tisiml -0 ) = casco) - isinco)

se xnlt ) e xalt ) sono soluzioni
,
anche

↳ Xslt ) tczxalt ) è soluzione
.

Prendo Get a Creta ⇒

↳Xnltlt Cr Xe (ti

=L est ( coscwt ) ti sinlwt 1) tfetccoscwt ) ti simlwt ) )
2

=
est coscwt ) .

Prendo Get e Getz ⇒
i i

↳Xnltlt Cr Xe (ti

=L est ( coscwt ) ti simlwt ) ) - fait ( coscwt ) ti simlwt ) )
zi i

pt
= e simcwt ) .

Quindi e
' ( wt ) e lisina ( cit ) sono soluzioni

.

Iii ) Se D= o , allora l' unica soluzione dell' eq .

Caratteristica è I
. Ripetendo i conti del

punto i ) troviamo che XSH ) = ètt è sol .
di H ) .

Resta da spiegare perché cerchiamo una seconda

soluzione linearmente indipendente = Xslt ) tra

le funzioni della forma tèt
.

Abbiamo che I è l' unica soluzione dell' ca .

caratteristica N - 2ft t I' = O

associata all' eq . diff .
×
"
- 21T × '

t IT' × = 0
. 4)

Prendiamo l > o piccolo , allora Ith

tende a tt per
h che tende a zero

.



Abbiamo che da = I e d. = It e sono

le due soluzioni reali e distinte dell' q .

Caratteristica N - (zitte ) d t IT' t IL = o

associata all' equazioni differenziate

×
"
- fette ) x ' t# + Il ) x = 0

.
(** )

Visto che per l → o abbiano che tth → IT

e
l' equazione (* * ) si riduce = (* ) ,

ci

aspettiamo un comportamento simile sulle
soluzioni

.

La soluzione generale di (* * ) è
xltt = ca È t cae' * + l' t con Ca

,
c. E IR .

Prendo ca =
- È e ce = £

attente
con questa scelta ottengo Elite - { èttt fa ,

che
,
Ovviamente

,

è una soluzione di
-

(** 1

Mi aspetto che
,
se faccio il limite per L

che tende a zero di Itt )
, ottengo una

soluzione di (* ) :

(Atene tt
lim EH ) = lim e - e

h -io dio h

= lim eit.eht-eit-efi.mg èttfehtàs )h -io li

f- E:
e'" ( Tate -X ) = text

è = stxt 91×4 ⇒ è = s + te + OLLY

⇒ XHI = tant è soluzione di

×
"
- 21T × '

t IT' × = 0
.



Lezione 54

Proposizione 1 :

sia Xalt ) una soluzione di ×
" Htt ahxttltblthhl-cs.lt )

con µ , b. le funzioni date .

Sia Xalt ) una soluzione di ×
" Htt alt )x' A) tblthltl - GH )

con µ , b. la funzioni date .

Allora Xatx, è soluzione di

+
" Htt ahxiltltblthhl-cs.lt ) tg (t )

.

Dimostrazione :

considero (xatxr.dz ) .

Vale

( xstxa )
"

It ) t alt ) ( (xatxr )
'
H ) ) t b. A) (xstxz ) It )

=xiltttxiltttalttxiltitalttxiltttblttxs.lt/tblttxaHt--xiiltttaHtxa'ltttblttxs.lt/txIltttaHtxItttbHtxaltt

= Calt ) tczlt ) .

↳
uso il fatto che x. è soluzione di +

"

talttx ' tblttx - qltt ,
×
,
è soluzione di +

"

talttx ' tblttx-g.tt )

⇒ Xstx, è soluzione di

+
" Htt ahxiltltblthhl-cs.lt ) te (t )

.

Proposizione 2 : sia Xamlt ) la soluzione generale
di ×

" Lt ) talttxilt ) t bltlxltieo con a
,
b

funzioni date .

Sia EH ) Una soluzione di

×
" It ) talttxiltlt bltlxltiecct ) .

Allora la soluzione generale di
×
" It ) talttxiltltbltlxlti-c.lt ) è xltl-xom.lt/tIlt ) .



Dimostrazione :

Abbiamo Xonmlt ) soluzione di I' ltttalttxiltttblttxltteo

e FAI soluzione di Xi' ltttalttxiltttblttxltt = cct ) .

Applico la Proposizione 1 con GHIEO e ↳ A) = CHI

⇒ Xonnltttxit ) è soluzione di

Xi' ltttalttx ' A) tblttxltt = cct ) .

Inoltre xltt-xom.it ) t E Lt ) è una famiglia
a due parametri di soluzioni

, dunque + Lt )

è la soluzione generale di Xi' ltttalttxiltttblttxltt = cct ) .

Osservazione : Chiamiamo X lo spazio vettoriale

delle soluzioni dell' equazione omogenea

I' ltttalttxiltttblttxltteo
.

Allora l' insieme delle soluzioni dell' equazione non

omogenea I' ltttalttx
' A) tblttxltt = cct ) ( con CHI non zero )

è se Xtx = { XTIIXEX
,
E soluzione particolare della }
eq .

non omogenea

si vede che S non è uno spazio vettoriale
.

La proposizione 2 ci da un metodo operativo
di risoluzione di ×" It ) tax' f) t bxlt) = ch )

per alcune classi di cct ) e per a. b. E R .

Infatti :

. se a
,
be IR abbiamo un metodo per trovare Xom .

•
ci sono casi in cui è semplice trovare I

.



Sia d' t at t b = o l' equazione caratteristica associata

a ×
"

tax
' tbx - 0

.

Se 170
,
chiamiamo Xs

,
Xz

le soluzioni di Nt ad tb = 0 ( possibilmente coincidenti)

se Da 0
,
chiamiamo ptiw le soluzioni complesse .

Forma di cct ) forma di EH )

cit ) è una costante EHI = e con le R

( Lt ) è un polinomio EH ) è un polinomio
di grado d di grado d

d

EHI = cotcattcatt . . - + Colt
con Co

,
Cn
,
Cz . . . Cd E IR

CHI è un multiplo
di emt

mt

con me da
,
nn # da Etti = c. e con ce IR

(oppure ta , tre complessi ) mt

con me Xs
,
nn # Xa EHI = cte con ce IR

con me da = da Etti = ctemt conce R

(Lt ) è combinazione
lineare di sinldt ) e cascati

con 2 # W EHI = asimldtltbgsldt )
( oppure Xa

,
tre reali ) con Q

,
b. E le

corde w EHI = atsimlatttbtg.cat )
con Q

,
be IR

( Lt ) è combinazione
lineare di emtsimlat )
e emt coi lat ) .

ma

con mtid # ptiw IHt-aemtsimldttt.be costa )
con Q

,
be IR

con mail = ptiw EHI = atemtsimldt )
+ btemt cosca )

con Q
,
b E IR

* beffarti in blu da determinare
.



Esempi :

1.a : Risolvere X
"

tx
'
- GX = 3

.
Cerco Xom (t ) soluzione di X" It ) tx' (ti -6×41=0

X
'

t t - 6 = o Xn = - 3
,
da = 2

Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Cs ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo Ict ) EC

con ce R .

EHI = c

J' ( ti = O

I
"
It ) = 0

O t O - 6C = 3 =) CI - I
2

EHI = - I
•

La soluzione generale è

+ It ) = Ca È t Gert - E con cs.cz E IR .

1.b. Risolvere ×
"

tx
'
- GX = È

• Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Cs ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = 6 t Cat t Cat
'

con Co
,
Cn , ci C- IR

EHI = Co tcnttcat
?

E
'

( ti = Cit 2Gt

I
"
It ) = 24

2C
,
t Cit 2Gt - 6 ( co t Gt t Cat

' ) = zt '

2. Cat Ca - 6 Co t t ( 24 - 6 Cs ) - 6Gt
?
= rt
'

2Gt Cs - 6 Co = O
- 7154{ II ↳

± :
⇒ È - ↳

Cz = - §



EHI = - È - jt.tt
'

•
La soluzione generale è

xlti-caetttgert-ff.tt - ft ' con G.GEIR .

t
2. a . Risolvere X

"

tx
'
- GX = 8 e

• Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Ca ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo
t

EHI = ce (mea
,
matta , me dr )

tFit ) = ce

I' ltl = Cet

tI
" ( ti = ce

Cet t Cat - 6C et = @ È ⇒ c. = - 2

EHI = - zet

•
La soluzione generale è

+ It ) = Ca È + Gert - zet con cs.GE IR

rt
2. b. Risolvere ×

"

tx
'
- GX = 5C

• Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Ca ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo
zt

EHI = c te (mar
,
madre

,
nn # da )

EHI = ctert

T' Itl = certtzctert

E' ' ' ti = Lee' + ↳ctet

4cettthcterttcerttzctert-gcte.tt = sezt

Scelta sett ⇒ c. = 1

EHI = test



•
La soluzione generale è

xlt ) = Ca È tgèttte' con cs.GE IR

t
2.C .

Risolvere ×
"
- ZX

'

+ X = 3C

•
Cerco Xonlt ) soluzione di X" It ) - zx

'

(t ) txlt ) = O

d
'
- at t s = O

da = da = 1

Xonmlt ) = ca et t Cat è con Cs
,
ci EIR

•

Cerco E tra le funzioni del tipo
2 f

EHI = c te ( m = a = da = da )
tFlti = ct
'

e

J' ( ti = zctet + ctet

E' ' ' ti = ricette liete tctiet

«è + ↳ ctettctet-hctet-zctrettctet.se

zc = 3 è ⇒ ( = I
2

EHI = { tie

•
La soluzione generale è

xlt ) = ca et t Cat è t It' è con G. GEIR

3. a .
Risolvere X

"

tx
'
- GX = 10 cosa )

• Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Cs ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = a cost ) t b. sin H ) ( D= a # w )

FHI = a A) + bsimlt )

J' ( ti = - asimlt ) tb cosa )

I
" ( ti = - agslt ) - bsinlt )



- acoslt ) - bsinlt ) - asnnlt ) tbcoslt )

- Gacoslt ) - 6 bàmlt ) = 10 costi )

( b - 7- a) cosa ) t ( - a - 7- b) finiti = so cosa )

b- 7- a = 10 a. = - ±
⇒ 5{

a - ab = o b- È
Flt ) = - [ cosa ) + ¥ sinlt )

•
La soluzione generale è

xltl-cse-sttcaett-fcosltttzsir.lt ) con cs.GE R

3. c
.

Risolvere ×
"

+ ↳ X = coscrt )

•
Cerco Xon (t ) soluzione di ×

"

thx = 0
.

Ht h = o X.
,
= I 22

.

( p - O , w = 2)

Xomlt ) e Casini ( rt ) t ca cos ( rt ) con Cs , Ge 112

•

Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = età _ (atibtcos (rt ) ( 2=2 = ci )

Flt ) = atsimlrt ) t btcoscrt )

J' ( ti = asimlrtstzatcoslrtltb.ca/rtt-zbtsinCrt )

I
" ( ti = ↳acoslrt ) - hatsinlrt ) - lebsimlrt ) - ↳btcoslrt )

↳acoscrt) - hatsinlrt ) - hbsinlrt ) - hbtcoslrt )

+ hatsinlrt ) t 4kt • slrt ) = cos' ( rt )

↳ a cos (rt ) - 4h si _ (rt ) = coslrt

40=1 a = 1
⇒ n[ hb = o b. = 0

EHI = thtsimlt )

•
La soluzione generale è

XHI = Casini ( rt ) tacos ( rt ) tftsimlt ) con Cs , Ge R

- hbsimcrt ) - hbt cos'rt )



4. a .

Risolvere X
"

+ ×
'
+ × = èsimlt )

.
Cerco Xomlt ) soluzione di ×

"

+ ×
'
tx = 0

Netta = O A .ae - It ? i ( pe -I , we? )
+
←
Al = cae'⇒ sin ( FET ) + Ca è

#
cool ? t ) G. GEIR

.
Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = aetsimlt ) t be' cosa ) ( main * ptiw )

Flti = aetsinlt ) tbetcoslt )

J' ( ti = ( a - b) etsinlt ) t lat b) e
'
cosa )

I
"
It ) = -

zbetsimlt ) tzaetcoslt )

- zbèsinlt ) tzaècoslt ) t la - b) èsimlt ) tlatbletg.CH

+ ae' sink ) tbetco.lt ) = è simlt )

( za - 3 b) èsimlt ) + (3- tzb) è colti = et sine )

la- sb = 1 a- =

⇒
' 3{ zaxzb = o be - E

EHI = § èsinltt
-

È ècoslt )

•
La soluzione generale è

xttt-cse-ta.nl?t)tceet6s(ft)tjetsinltt-jetcosHt
Ca

,
cit IR

4. b. Risolvere ×
"
- zx

' tzx = È cosa )

.

Cerco Xomlt ) soluzione di X
"
- ZX

'
tzx = O

N
-
at t 2=0

, tu
,
=
Ati (p > 1 ,

was)

Xonnlt ) = ↳ èsinlt ) t ↳ È cosa ) ca
,
cit 112 .

•
Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = atèsimlt ) tbtetcosct ) ( main = ptiw )



EHI = atesina ) t btè colti

I' Itis ( a - b) tèsinlt ) t lat b) teta . It )

+ aetsimlt ) t be' cosa )

E " (ti = - zbtetsinlt ) tzatetco.lt )

+ (za - zb) etsimlt ) t ( lat ?b) et Cash )

- zbtetsinlt ) tzatetco.lt ) t (za - zb) etsimlt )
+ ( ratzb ) et colti + ( ab - za) tesina )

- Zlatb ) tè Colt ) - zaetsimlt ) - zbègslt )

+ rate sinlt ) tzbtè cosa ) = et Cash )

-
zbèsinlt ) trae cosa ) = è cosa )

ZQ = a{ zio = o ⇒

a- §
↳ = 0

Etti = { tesina )
.

•
La soluzione generale è

xlt ) = caèsimlt ) t get cos H ) t { tesina )

Ca
,
Cae 112



Lezione 55

Osservazione : Supponiamo di dover risolvere

+
" It ) ta x. It ) t bxct ) = CH )

con a. b E IR .

Supponiamo di poter scrivere CH ) come somma

di funzioni Cs # It Cs Htt . . . cdlt ) e supponiamo

di saper trovare una soluzione particolare Iilt )

di ×
" Htt all' It ) tbxlt ) = G- per ira . . .

d
.

Allora una soluzione particolare di
+
" It ) ta x. It ) t bxct ) = CHI è

EHI = Islt ) t Erit ) t . . .
t Edit ) .

Esempio : +
"

H ) t ↳ XH ) = È tutta .

.
Trovo la soluzione generale di ×

"
t 4X = o

d' + 4 = O ⇒ Xi
, a

= I ZI

Xonmctt = Ca simlzt ) t Cr cos Crt ) cs.GE/R

.
Trovo una soluzione particolare di +

"

th X = et
.

+

Fatti = al

EIHI = aè

Esiti = aet

⇒ 5 ae' = è ⇒ ← = ±

EHI = { et
5

.
Trovo una soluzione particolare di +

"

th X = Litta

Fatti = atbt

E' HI = b

IIHI = 0



O that ↳ bt = Litta

Ha = 1↳ = o

⇒

base

a. = {

Tutti = I tt

• La soluzione generale di + " A)tl, xltt-etthtt.se

èxltt-cssimcztttczgslztttfettfttconca.czEIR

Ancora sulle equazioni lineari del primo ordine

Le soluzioni di xiltttalttxlt ) = 0

(eq .
lineare del primo ordine omogenea )

formano uno spazio vettoriale di dimensione 1
.

Inoltre le soluzioni di xiltttalttxltt = blt )

si possono scrivere come

xlt ) = Xonnlttt EH)

dove xonnlt ) e
'

la soluzione generale di

+
'Hltaltixlti = 0 ( ossia una famiglia a

un parametro di soluzioni ) e IHI è

una soluzione particolare di xiltltdttxltl-b.lt ) .

Nel caso in cui alti e a e IR e bit ) è

una funzione tra quelle della tabella

abbiamo un secondo metodo di risoluzione

di xihttaxlt ) = BH )
.



1) Scrivo l' equazione caratteristica associata

a ×
' It ) + axltl = 0

,
ossia

A t a = 0
.

La soluzione dell' equazione caratteristica è

D= - a EIR
.

-
at

Quindi Xalt ) = e è una soluzione di

x. Lt ) taxlt ) = 0 .

La soluzione generale di xiltltaxlt ) = 0
-at

è Xonnlt ) = c e con ce IR
.

2) Trovo una soluzione particolare Ict )
di xiltttaxltl = bit ) .

3) la soluzione generale di xiltltaxlt ) = blt)

è Xltte Xonnct ) tetti

= e e-
at
t Ict ) con CEIR .

3T

Esempio : +
' ltltzxlt ) = simlrt ) e

-
rt

1) ht 2=0 ⇒ D= - 2 ⇒ Xonnlt ) = Cl
,
ce IR

=) EH ) = a ètsimlzt ) t best Gt )

Titti = (30 - a.b) ètsimlzt ) tlzatsb ) ètcoscrt ) .

(30 - a.b) ètsimlzt ) tlzatsb ) ètcoscrt ) .

at
+ 2a ètsimlzt ) tzbet Crt ) = e sinlzt )

50 - zb = a a. = È
⇒{zatsb = O be - E,

⇒ EH ) - Eètsinlzt ) _ a est Gt )
29 2J

3) La soluzione generale è
-
rt

XHI = ce + Eètsimlzt ) - resto, Crt ) , CEIR29 2J



Esercizio : Determinare per quali AER

xltl = te risolve l' equazione Ex " HI - gxlt ) = 0
.

Svolgimento : xlt ) = te

+
' (f) = a te

- a

+
" ( tie a. (a. s ) te

. '

E. [ ala - a) te
' ] - 6 ( te ) = 0

(è - a - g) te = O

è - a - 6 = O =) Qs =3 ,
are - 2

* Osservo inoltre che t' e E
'

sono linearmente

indipendenti ⇒
la soluzione generale di t' ×

" ( ti -6×41=0

è XHI = Cat
'

+ ce É
'

con ca
,
E EIR .

Esercizio : Dato a. EIR consideriamo l'
eq . differenziale

è tzaxtlz - a) × = ↳ e-
t

.

(* 1

i) Trovare la soluzione generale per Q > 0 e a # 1 .

Ii ) Trovare la soluzione generale per •= 1

Iii) Dimostrare che Ha» 2 e per ogni Xlt )

soluzione di (* ) si ha che xltt = • ( et )

per t → tono .

Svolgimento :

i) ii) Cerchiamo Xonn (t ) soluzione generale
di it Zani t ( 2 - a) × = o al variare di a

.

L' equazione caratteristica associata è

Altra t t (z -a) = 0

e D= 4A
'

-412 - a) = 4 ( atto - a)



CASO 1 : Se a> 1
,
allora A > 0 e

Xs
, ,
=
- at atta-2 .

Dunque
C- at aha - 2) t f- a- aita - 2) E

Xomnlt ) = Cse te , e
,
G. GEIR

caso 2 : Se 0cal 1
,
allora ALO e

X
" .
= - a ± (Viali

.

Dunque
-
at

Xonnlti = e ( cscosc 2- a-artt + casini 2- a-artt )

con Cs
, ↳ EIR .

Caso 3 : Se 0=1
,
allora D= 0 e D= - s .

Quindi

Xamlt ) = ca èt tcztèt con Cs
,
C
,
e IR

.

Passiamo ora allora ricerca di Ict ) soluzione

particolare .

Nel caso a e caso 2 cerco Elt ) tra le

funzioni della forma EHI = cèt .

EHI = cèt
-
tÈHI = - ce

E'
'

Ale cèt

cèt - zace-tt.cz - a)c. e-+ = ↳ èt ⇒ c. = 4

-
t

3- 3A

EHI - 4 e
-

3- 30

Nel caso 3 cerco EH ) tra le funzioni del

tipo Etti = ctrèt
.



EHI = ctièt

E' HI = zctèt - etra- t

E' ' A) =zce-t-hcte-ttctze-tzce-t-hcte-ttctle-tt4ete-t-zct-e-ttcee-t.ge'
⇒ c. = 2

EHI = zfzèt

Riassumendo : abbiamo

caso 1 : Q> 1

C- at aha - 2) t f- a- aita - 2) t t

XH ) = Cose +
C
, e t 4 e

3- 30

caso 2 : 0 La < 1

xlt ) è
#

Esco > ( 2- a-artt + casini 2- a-artt ) + Isa èt
Caso 3 : a = 1

Htt = Caèt +Gtèttztèt

Iii ) visto che a» 2
,
una soluzione di (* tè del tipo

C- at aha - 2) t f- a- aita - 2) t t

XH ) = Cose +
C
, e t 4 e

3- 30

È chiaro che 4 èt è dat )
.

3- 3A

Inoltre fa » e vale -a- arte -2 L - at atta -2
,

quindi ci basta far vedere che

↳ è
- at aha - rit

è •(et ) .

Si può ridurre questa affermazione al verificare

che Ha» 2 vale

- a t at to - e c 1

atta -2 la -1 a

alta -2 a ott rata ⇒ a ) - 3 V.


