
Lezione 49

Definizione : Una serie an si dice

ASSOLUTAMENTE CONVERGENTE se la Serie

Fidal è convergente .

Criterio della CONVERGENZA ASSOLUTA

se una serie II. an è assolutamente

convergente ,
allora è convergente .

Dimostrazione :

Per ipotesi Fidoni < + so .

Fine IN abbiamo 1 am ) t am = 21am 1 .

Dunque per il criterio del confronto

II ( tant + an ) e Ìo 21am ) = a amleto .

Inoltre 7 me IN possiamo scrivere

an = Ioni t am - lami .

Si ha

ÈI .am = ÌIdlamltan - tant)
questo = e

'
a- = ( tant + an ) - aml

lecito perché
entrambe le 2 t o

serie convergono
•

Osservazione : Non è vero che se Elam ) - to
ao me o

allora È amato / 0
,
equivalentemente ,

MA
00

non è detto che se I' an converge ad
M= O

un numero finito
,
allora anni converge ad

un numero finito ) .



Esempio : État converge .me?dl-narf--II !
diverge .

O

Esempio : la serie 2T ( - at on a > s è

M = 1 ma

assolutamente convergente , quindi convergente .

Esercizio : Studiare il carattere della serie
00

.

se_ (n )

mes m2
-

Svolgimento : Vale lsimlm ) ) e =
.

ma ma

Dunque per
il teorema del confronto

co
.

O

se_ (n ) E -1 L t ao
.

mes
~
2 MIA

~
2

Quindi la serie converge assolutamente
,
e

per il criterio della convergenza assoluta
,

converge .

CRITERIO della RADICE .

Sia IÌ Qm una serie a termini positivi .

Supponiamo che esista il limite

l'm nati = : L
.

m → too

Se la 1
,
allora la serie converge .

Se l > 1
,
Zllora la serie diverge ( positivamente) .

Dimostrazione :

caso 0 E le 1
.

Per ipotesi esiste £:[•
"

art = L
.

Allora te > o Time IN tale che

¥ sta m In ± Lt E
.

( * )



Prendo 0L E c 1- L e chiamo l'- = Lt E
,

così le ( o
,
s ) .

Elevando (* ) alla m e con la nostra scelta

d.

E abbiamo che

¥ ma sì Qm E lm con 02 le 1
.

Per il criterio del confronto

III. ← ⇐ È:[ ato .

serie geometrica con

Poiche ' il comportamento di una
Oll la

serie non dipende dai suoi primi addendi

abbiano che la serie converge ad un numero

finito .

Caso ↳ e

Il termine n- esimo della serie non puo
'

convergere a zero .

Infatti supponiamo per assurdo che

live.me 0 .

~ → ao

allora esisterebbe a- E IN tale che

time à en c -2 .
E dunque tra ri

m

am c 1
.

Ha cio' non può essere perché
m

l'
m am = La 1 .

ma so

Visto che il termine n- esimo della serie non

converge a zero
,
la serie non puo

'

convergere

ad un numero finito .

Essendo una serie

z termini positivi ,
l' unico comportamento



Che può assumere è divergere a t oo
.

Osservazione : Se lo 1 allora è possibile

dimostrare che limn an = t • ,

ma so

Infatti visto che l'm not = L s s
in → t.co

allora possiamo prendere le 1.2
,
L ) tale che

¥
~ » è nata → l e dunque

ama lm .
Visto che l > 1 abbiamo

che linn l
"

= tao e dunque
~ -7 so

linn an = t 0 ,

n-7 00

Corollario :
00

Sia i am una serie e supponiamo che
me 0

esista il limite

l'm
"

lenti = : L
.

m → too

Se la 1
,
allora la serie converge .

Se l > 1
,
Zllora la serie non converge ad

un numero finito .

Dimostrazione
.

00

La serie i Ia) e
'

una serie = termini
ne 0

positivi . Il criterio della radice ci dice
oo

che se la 1
,
allora E tant converge ,ma 0

dunque la serie II. an converge assolutamente

e
, per il criterio della convergenza assoluta ,

converge .



Se invece li 2
,
allora limn Ianni = to

ao mutuo

e la serie Z ( an ) diverge .

ma 0

Se linn lami = t.co allora il limite
~ -sto

E- m an non puo
'

convergere a zero ,
ma to ao

dunque la serie I am non converge .

ma 0

Osservazione : Se Le 1 non possiamo

dire nulla sul comportamento della serie
.

•

Consideriamo ad esempio m
'

e

d- me o

Zit
MI 1 m2

-

m Z

Allora lim ma = lim mm
m→ to m-sto

= lim exp ( [ logm ) = 1

m→ to

m
-Z

e lim ma = lim mm
m→ to m-sto

= lim expfmzelogm ) = 1

mosto

ma la prima serie diverge e la seconda

converge .

Esercizio : si studi con
'

il criterio della

radice il comportamento della serie
•

a

me ( login )
" "

Calcolo C-~
1

m-itofegym.at! Io ÷ , "
.to

⇒ la serie converge .



Esercizio : si studi con
'

il criterio della

radice il comportamento della serie
•

E' cn me al variare di c> 0 e AER
.

Ma i

Calcolo lim
"

è ma = l' m C ME
~-7 to m -it oo

= lim c exp ( f- login ) = c

meta

se esso
,
allora la serie diverge , se

ce 1 allora la serie converge .

7 se ce 1 abbiamo la serie armonica

generalizzata che converge se - a > 1 e

( ac - a)
diverge se - a. E 1

.

( ex - 2)

Criterio Del Rapporto

sia IÌ Qm una serie a termini positivi .

Supponiamo che esista il limite

Qnt1l'm = : L
.

m → tuo Qm

Se la 1
,
allora la serie converge .

Se l > 1
,
Zllora la serie diverge ( positivamente) .

Dimostrazione :

caso o ← La 1 :

Qnt 1Per ipotesi l'm =L
.

m → tuo Qm

Allora Ha> o 7 mi E IN tale che ti narri

onta e Lt E .

an



Prendo 0L E c 1- L e chiamo l'- = Lt E
,

così le ( o
,
s ) .

Dunque ¥ ma rt anti clan con le ( o , a ) .

Quindi ozia E l

amanitaE l aria , E l
' l - are = l' ex

7- + , f
l aria , E

l' art
:

m - rt

a-
~

E l amm
- vi

si ha lim E dai = 0 e quindi
→ to Lee ( o

,
s )

lima an = 0 .

miao • O m - rt ¥
Inoltre Ei an e I l art 2 to .

ma vi
-

mani

Poiche ' il comportamento di una

serie non dipende dai suoi primi addendi

abbiano che la serie converge ad un numero

finito .

caso ↳ si.

Qnt 1Per ipotesi l'm =L
.

m → tono Qm

Allora Ha> o 7 TE IN tale che ti narri

onta z L - E .

am

Prendo E al - se e chiamo l =L- E .

¥ no, in anta Z E
.

am

Come prima , possiamo ottenere che
m - rt

a-
~ 7 E ami con l > se



si ha limn è
-

rtan = tuo quindi
m-7 so

l'm am a tuo e la serie diverge .

v.→ + 0

Corollario :
00

Sia i am una serie e supponiamo che
me o

esista il limite

Cim anti
- → tool an / = : L

.

Se la 1
,
allora la serie converge .

Se l > 1
,
Zllora la serie non converge ad

un numero finito .

Osservazione : Se Le 1 non possiamo

dire nulla sul comportamento della serie
.

•

Consideriamo ad esempio m
'

e

d- me o

Zit
ma 1 m2

-

allora lim (Mt ' "
= lim e

'
= 1

m→ to
~
'

n→ tao m2

e lim ma
= lim e

'
= 1

m→ tao (mti )
?

m→ to m
?

ma la prima serie diverge e la seconda

converge .

Esercizio : si studi con
'

il criterio del

rapporto il comportamento della serie
•

E' n
"

neo zm

Calcolo lim (mtit
"

.

zm

~ -7 to zmt ' mh

= fine
_

I. È = I .



La serie converge .

Esercizio : si studi con
'

il criterio del

rapporto il comportamento della serie
a

m !
.

mai un

Calcolo lini Conti ) !
.

un

mito

(• + , f-
'

m !

m
m

=
l'
m mti . ~

-

l'm mti - m

m -it - ( mti )
mt '

nato (mt 1) (mt 1)
n

= l' m ( I. In =

•

expln code ) )
nato

= è
'

.

Serie di potente

Definizione : Chiamiamo serie di potente

una serie di funzioni della forma
00

flxi = I' an ×
"

me o

dove ( an)
# × ,

è una successione di

numeri radi e × E IR .

Ci chiediamo per quali × E IR f è ben

definita ,
ossia per quali XEIR la serie

converge .

La risposta d. perdera ' dagli an .



Esempio : abbiamo gia ' visto un esempio di

serie di potenze : la serie geometrica .

In questo caso time IN an e 1
,

flat = E Xn
. Sappiamo che è ben

definito per 1×1 ca e vale flxl = 1

1- ×
00

Osservazione flxi = I' an ×
"

è sempre
me o

definita almeno in un punto . Infatti

flotte co '

Teorema :

•

Sia flxl = E
'

anxm una serie di potente .

MI 0

a) Esiste RE Io
, to ) v { tuo } chiamato

raggio di convergenza della serie tale che

a) se IXICR allora Ìo anxm converge
a

2) se 1×17 Rztlor E
'

anxm non converge .

MI 0

b) Se esiste m

l'm land
.

= :L
,

m - it ao

allora Re ¥ .

c) Se esiste a

fin tanta /
= : L

,

muto 1am )

allora Re ¥ .

Dimostrazione :

m

* Dimostro che se esiste l'm land = : l

m -it ao

allora ale a ) e z ) con R- {



Considero Ìiolanxnl .

Abbiamo
e. nn 1am > mi = l' m i - '× '

nato muto

= LIXI
.

Per il criterio della radice se LIH La

( ossia 1×1 e f) allora la serie converge

assolutamente e per
il criterio della

convergenza assoluta la serie converge .

Invece per LHI sa ( ossia lxts f) la

serie non converge .

** Dimostro che se esiste l'm / III = : L

m -it ao

allora ale a ) e z ) con R- I

considero IÌ lanxnl .

"

Abbiamo

l' m a-+ , +
mtl

mito
/ amxn / ' II

,
/ / - Hi = LHI

Per il criterio del rapporto se LIH La

( ossia 1×1 e f) allora la serie converge

assolutamente e per
il criterio della

convergenza assoluta la serie converge .

Invece per LHI sa ( ossia lxts f) la

serie non converge .


