
Calcolo degli integrali / delle primitive .

Sia Ic IR un intervallo
.

Ricordiamo che F : I → IR è una primitiva di f : I → R
se KXEI F è derivabile e t' lxi = fcx) .

Inoltre se f. G : I → IR sono primitive di f ,
allora F- G = e con CER

.

Per comodità introduciamo la seguente notazione :

indichiamo con fflxtdx una generica primitiva di f : I → IR
.

Notiamo che fflxidx è una funzione
,
non è un integrale ( che invece è un

numero ) .

Elenco di primitive elementari Sia a. ce IR :

| a dx = arte ( infatti laxt c)' = a)
a # - a

| xadx = xa" + c ( infatti ( è l' = xe )
d- ti

| Ìdx = loglxl te

con questa scrittura si intende che sulla semiretta x > o si ha / dx = logli) te
e sulla semiretta × co si ha ftxdx = logl- x ) + e
Infatti se considero f :( lo:[ e F :{ 0ft e;

ho che

¥ XE (o
, t - ) t' lxl = ¥ = fcxl .

Inoltre se considero f- ftp.o e F- ftp.o?e;g,R ho che

-× )

✓ × E l - no
,
o ) Fcxl = ¥ .

- a = ¥ = fa ) .
↳
-× > o ⇒ cos'→ ben definito

| è dx = è + e

770
,
a # 1

Sè dx =
è

+ e

logia

| logcx) dx = Xloglx ) - X te

| sincxtdx = - cosa) x c

| coscx ) DX = simlxt te

| tanti dx = - logli coslxil ) + c

(si intende che se XE (- It 2kt, ft zktt ) con KEZ allora ftanlx ) = - log ( cosa) ) te
e se XE ( Et ZKT, f- tttzktt ) con KEI allora ftanlx ) = - log (- cosa) ) te )

| { «× , = tanlx) t c

| 17×2 dx = arctanlxttc

| {
×
,
dx = aecsimcx) + e

degli integrali / delle primitive .



Regole per il calcolo degli integrali / delle primitive .

I ) Somma di due funzioni

Siano f. g : I → IR funzioni continue e I un intervallo
,
allora

§ ft g) (x ) dx = fflxidx tfglxtdx .

Siano a ,
be R

,
f. g :[a. b) → IR funzioni continue

,
allora

b b b

| (ft g)(x ) dx = fflxidx tfglxtdx .

Q e a

Dimostrazione : Con la notazione fflx ) dx e fglxtdx intendiamo due primitive
di f e g ,

che possiamo chiamare F
,
G ( con la proprieta' che ttxe I

Fini = flxl e G'cxi = glx) ) . Il teorema dice che una primitiva di ( ftg )
e data da FTG

.

Verifichiamolo : definizione di

p primitiva
(Ft G)

'

cxi ;
t' cxlt E' la = fcx) tglx) = (ftg)Ix ) KXEI

.

derivata della
somma è la

somma delle derivate

Prendendo I = [a
,
b) abbiamo

TFCI

b.

fa (ftg) Ix) dx È (ftG)lb) - ft la) = Flb) + Gcb) - FIAITGLA )

= Flb) - Fca) t Gcb) - Gia)

f- Sabflxidxtsagcxidx .

TFCI

Esempio :

| xtèdx = fxdxtfèdx = + è te

SÌZ tsimlxtdx = È 2 dx + [ simlxidx = ZX [ t f- cosa ) ) È = 2T + 1+1 = Zitta

= 21T

E) Prodotto di una funzione per una costante

Sia de R
,
ICIR

, f: I → R

| A flxtdx = d) flxtdx .

Siano a, be IR ,
ac b

, f : Ea
,
b) → IR una funzione continua

[ iflxidx = A [ fcxiòx .

Dimostrazione :

sia F : I → IR una primitiva di f .

allora ttxe I FA) = fa)

Mostriamo che XF è una primitiva di Af :

⑦F)
'
= XF ' = d.f

[ llflxtdx = AFIB) - Afta) = DI Flbl - Fiat ) = Xfabflxidx

Esempio : fzcoslxtdx = zfcoscxtdx = 2 sincx) te

[ Ì dx = sfitxdx = slogati; = 3 logli)



Possiamo riassumere le regole I ) e I ) in un' unica regola :

f. g : [a. b) → IR ,
m

,
me IR

/! mfcxitmglxtdx = mfiflxtdxt mfabglxidx .

Esempio : [ 2×2 - sx di = % xadx -3] ' xdx = 2¥ ) ; - 3 [ = § - § = È
II ) Regola di integrazione per parti

siano f. g : Ea , b) → R , f- continua , g
derivabile

,
e sia F :[a. b) → IR una primitiva di f .

Allora

| flx) - gcxi dx = Flx) glx) - / Fixing' lxtdx
e

% flxtglxtdx = Flbhglb) - Hai gia) - fflxtg ' A) dx

Dimostrazione : Possiamo riscrivere la prima formula come

| flxtglx) t Flx ) '

H ) dx = Flxlglx ) .

Questa scrittura dice che Fg è una primitiva di fgtfg ' .
Verifichiamolo :

(F g)
'

ex ) = t' lx ) gcx) t Flxighxl = flx) glxtt Flxlgilx ) .

Abbiamo /! flxiglx ) t Flxigllx ) = Flx) glx ) ( è
⇒ SÌ tlxiglx ) = Flxiglx ) / ! - { Flxigilx ) .

Esempio : fxèdx = xè - fèdx = xè - è te

Sxèdx = ¥ è - f ¥è dx =
. . .

? non utile

| logxdx =/ logx - adx = xlogx - ftp.xdx = xlogx - X te

[ xsimcxtdx = - × cosa) / ; + [cosa ) dx = t t sink) [ = It



PROPRIETÀ :

Ricordiamo che [ flxtdx = 0 e ffeflxidx = -[ flxidx
[ flxidx = [ flxtdxtfofttdx

,

Supponiamo a- < b ' l
, f ? 0 ,

allora

% flxtdxtfoflxidx ,

a b c

= Areataa) t area ( Aa ) = Area (asv Ae ) = facflxtdx

Se acbcc e f ha segno qualsiasi

Al As

% flxtdxt [ flxidx
= Area( Aa) - area (Aa) - areola

, ) t area (an ) = area ( asuah ) - area (a. va, )

= [ flxidx .

Se c c be a

% flxidxtfoctixidx = -[ flxidx - [ fcxidx = - [ flxtdx = {flxidx .

Se bc a cc

% flxidx + foctixidx = - [ tcxidx tfoflxidx = - [ tcxidx - [ flxtdx = -[ flxidx = ! flxtdx

E così via . . . .



it

Es . È sinilxidx = È sinlxisinlxidx = - sinceri cosa ) ); - f- cosrlxtdx
O

= È costxidx = fatta - siria)# XII - [ simzixidx

⇒ 2)È a- m' cxtdx = tt ⇒ È simile) dx = E

%
"

cos' lxidx = SÌ . sinihtdxdx = × È - Ia = Ia

Es : / è cosa) dx = èsinlx) - / èsinlx) dx = è sinlx ) - [ - è cosa ) - fècoscxidx ]
= è sinlx ) t e

×
coslx ) - sei 6) (xldx

⇒ 2) ècoslx )dx = èsimlx ) tècoslxi

| è coslx ) = è cosa) + / è sinlx ) dx = è ex ) t èsimlx) - f è cosa )

⇒ 2) ècoslx )dx = èsimlx ) tècoslxi



Lezione 38

Esercizio : Trovare la primitiva di fa - hxtdx con a # - sa
.

Svolgimento : sostituisco t = s - hx ⇒ dt = - hdx

⇒ f ( s - hx )
' di = - { ftadt =

.

1 te"
+ e =

_

( n - hxi
" '

+ e

↳ lati )

f 4 lati )

n'sostituisco t.se - 4x

Esercizio : Calcolare [ stzt ' dt
Svolgimento :

[ stzt - da = It . # dx = f- [ xtdx = I { ¥" ); = f- ( s
"
- s )

.

1

sostituisco × = 1 trt
'

se f- 0
,
allora × > a

dx = ↳ tdt se te a.zllora +=3

Esercizio : Trovare la primitiva di f xa - logli) dx con a # -1 .

Svolgimento : fxaeogxdx =
a

"

lgx - / ÌÌ ' . ¥ dx

=

a

"

egx - ± . fxadx = là - te



Esercizio : Trovare la primitiva di 1 al variare di a. b.c .

Axl tbxtce

Svolgimento : Dividiamo l' esercizio in 3 casi :

consideriamo aii' tbx te e D= ba - hoc
.

CASO 1 : D > 0

CASO 2 : D= 0

Caso 3 : A LO

CASO 1 : Abbiamo due soluzioni Xn, =
bttdt

.

Possiamo riscrivere ae' tbxtc come
la

a. ( x - xa )(× - Xe ) .
Inoltre

1 1
=

axztbxtc a. (x -+a) (x -ter)

A
t B =

AX - Ax
, + Bx - Bxa =

(at B)X - Ax , - Bxa

× -Xs X - xa (x - +a)(× - xa ) (X - XNXX.ie)

(at B)X - Ax , - Bxa 1
Cerco a.B affinché =

(x - xnxx.ie) (x -+a) (x -xr)

ATB = O a- = - B{
- Ax

.
- Bx. = a { blu - intese B-

×! - ×. - (SÌ ) - ( b- Fa
= Fa

la

A- = _ a

ra

""ne fa:*
,

" f- *= -affè ," tristi ,#(x -+a) (x -ter)

Chiamo × - ×
,
=
t

⇒ dx = dt

⇒ f#÷ ,
di =/ fdt = lgltl te = lglx-xs.lt e

quindi _⇒⇐{a)
dx + off,#ydx = - § loglx-xsltjloglx-x.lt -e

= £ log
1×+21

+ e

Ix - xnl

CASO 2 : D=-
, dunque la soluzione di axatbxtc.no è X. = - la

2a

quindi ( ex? tbxta) = QCX - to )
'
= (zagreb)

'

.

a

Abbiamo / 1 dx = ha /
1 lx = Zf f. dt = 2 f- I + e)

a.xrtbxtc (zaxtb ) ' e

chiamo Zax - b - t = - È t.ci
⇒ dx = DI

2a

=
-

t
t e

axtb
E



3) axatbxtc = axrtbx ± È + e = (text! )
'

te - È =p -È ) ( 'ÈÌ;)
'

+ a ]
dx⇒ SÌ .ua a.÷.is#I.*i+a=cc.;.,HeIall%1dt

( c - fa ) a
=

= lraxtafa ) ecc.edu/tIadtdt--tadx
1

te

c- I ⇐ g.÷ ,
".
aectanct )

ha

È . ;)
"
onta tenera ) ) + e

Esercizio trovare la primitiva di dx + e con a
,
b. c , d ,

e dati
,

eaxrtbxt -e a # o
,
dato

.

Svolgimento : axrtbxtc = zax t lo

dite = ! ( ( dxte ) ) = ¥ [ zax trae ] = ¥ [ zaxtb - bt ]

= { [ zaxtb ) - ¥ te
Quindi

| ; + e

' ÉS ¥
.

" tie - Falla:*, #

inetta parte si tratta come

nell' esercizio precedente
.

Se chiamiamo fil = exit bxtc

| raxtb dx =/ ¥ dx =/ fllxiffcxit
' dx = loglflxsl + e = la Iaxrtbxxcl te

axrtbxtc 0



Esercizio : Calcolare l'area dell' insieme { ix.g) e Iri E ey e xè } = A
dopo averlo disegnato .

fai = × e-
×

xè - o ¥:_ +⇐ III. È e- o

f-
'

lxi = e-
× txl- e-

×

) = e-
+

(1 - x) a
^

.

f- ' 1×170 1-+70 XE 1 [\
f- (a) = 1 i i

e
- lgt a

¥ = Xè
"

× > o /± = e-
×
⇒ log ; = -× ⇒ + = - lgtz = logz

logz
Areata) = § xè

"

- E dx

logz log 2 logz
= f- xe" )

.

+! - e-
+
dx - IÈ)

.

[

= - logz è + [ e- × )! .

( eogz )
'

4

=
-

{ log 2
- § +1 - { (logz )

'

Esercizio : Calcolare l' area dell' insieme { (xp ) e IR', yao e y Ef e y ←xè e XEZ ) = B

Area =

'

¥ dxtfiaxèdx

+,

= È:L .#I. i. te! .
✓ = Illegale _ zèlttfoga _

e-
<

+ {÷agorà .

se -

{
* e

= Illegale tlogt - sè
'

t I

















1
Lezione 44 - seconda parte .

Esercizio : Un punto P si muove nel piano con

legge oraria pala ( sincere )
,
- cosce
"

) ) .

Calcolare la velocità di P e la distanza

percorsa tra
l' istante E- o e t.se

.

Svolgimento .

In generale ,
se un punto si

muove con legge oraria PA ) = (xtt )
,
YH ) )

,

allora ètti = ( t' Lt )
, yilti ) .

Visto che

(simcèt ) )
'

= 3 ètcoscèt )
, f- cosce l' =3ètsimlèt )

abbiamo Ale ( soètcoslet )
,
3.ètsimlèt ) ) .

Per calcolare la distanza percorsa dobbiamo

calcolare I (t ) I = ( + ' (t ) )
'

t ( y
' Hi )

'

si ha Intatte ( 3 ètcoslèt ) )
' tlsètsinlet ) )

'

= 9 è casale" ) + gettonate" )

= getti cos' ( est ) tsinilèt ) )
1 I

3T
= 1

= 3 e

La distanza percorsa tra Teo e te 1 è data da

[ là# lotta ! >È da = ièt ! -- è - a
Esercizio : Un punto P si muove nel piano con

legge oraria Ptt ) = Cosce ) ; rt
'
- sitter ) .

Trovare tutti i tempi t in cui l' accelerazione

di P è nulla



Svolgimento .

In generale ,
se un punto si

muove con legge oraria Ptt ) = (xtt )
,
YH ) )

,

allora FAI = ( X
"
It )

, Y
"
It ) )

Per trovare i tempi in cui l' accelerazione è

nulla devo imporre néltt = Io, o ) . Dunque
X
"

(ti = odevo risolvere {
y
" A) = 0

xlt ) = cosa ) ,
x. It ) = - simlt )

,
×
" Lt ) = - cosa ) ;

Htt = rt
'
-3ITL
'

, Y
'

(ti = 6ft-6ft
, y

" Alert - 6T

{ ÷
.

⇒
* ⇒

L' unico istante in cui l' accelerazione è nulla

è e- = I
z

"

Esercizio : Un punto P si muove nel piano con

legge oraria Pitta ( ztt- E ,
t' - t ) .

a) Calcolare la minima distanza di P

dall' origine .

b) Disegnare la traiettoria di p
.

Svolgimento :

a) Scrivo la funzione che descrive come varia

la distanza di PA ) dell' origine al variare

di t :

flt ) = dcplt ) ; a) = I petti

= (À-EÌtÉ-



Doma ) = IR

Cerco Min
lim (À - E)

'

t È - tt ' = too
+
→ ÷
'

2gal (ht) + 2h' - f) latta )fitti =
-

2 ( Hi - E)
'

t Ètti '

= ft - 5T t SÉ - 3T
'
- t' tt

(À-EÌtÉ
= 3 t 4T

'
- ht

Calette
f- ' HI - o ⇒ tcsthtlit - 4) = O

+ = E 3×2+4×-4=0
z

= 3

×
, , ,
=

- 2 ± 4 -

3 I =
- z

t-o.t-tffioi-fffff-f-fftf.FI
= 1-

+ È - [È
.

= 928
144

e

1253
< ¥ c t •

l
minimo .

La distanza minima è fftff ) = FÈ
b) Pitta ( xlt. )

, YHIKCZE- E ,
ti - t ) .

Dunque × = zt
'
- E

A-
'
= ttf



E- ¥+7 = hxgtb
⇒ t = the con × » - E
y = t' -t.tl E -1 ) = ±h¥F( "I-3 )
Per disegnare la traiettoria dobbiamo disegnare
fai = 4¥51 "f- s )
e glxl = - fai .

Inizio disegnando fcx ) .

* Donna ) = [ -7 ,
to )

* ¥,I• k¥5 ( HI- s ) - to

fin ) .- o

* segno : falso ⇒ × » ?
* f- 'Niente [ tiff» - 44×+5 ]

=
8×-6 t 16kt LO

=
24×+14

=
12×+7

1652 4×+5 1662 4×+5 8k 4×+5

f-
'

lxi > O X » - I -E - E
'2 / - t

fa i
=#

f- f- f) =
-

F
-

E
=
- I

16A 35



.


