
Lezione 13

Esercizio : calcolare la derivata di

a) logl ) di arctanlxy

b) log ( 5¥ ) e) d- a
Xhts

c) 9×-3

3×-1

a) log ( ) -- logf ) = logf ) = logli ) - logli ) = xlogx-xlogeexleogx.bg e)
quindi ( log ( f)

'

= ( xllogx - lege ) )
'

= logx - legata = log te

i
f- f ( eogx -6gal -- g f-g)

'
= figtojf

b) log ( FI ) = leghe ) - legis ) = log5tbglxh-xlogs-logstobgx-bgs.ir

quindi ( log ( FI ) )
'

eflogstobgx-bgs.ir/'--0t- ¥ - lega = § - logs

-C ) 9×-3 = (3211×-3) 32×-6 32×-6 -Xts = 3×-5

3×-1 3×-1 3×-1
=

quindi ( § l' = (3×-5)
'

= È - lgs = lgg? -

è

d) ( aretanlxl ) )
'
=

1
.

ZX
=

zx

| 1 th)
'

stx "

Ouctanlx' ) = figli ) )
( flglxil l' = f- ' lglxttgilx )

e) ( ¥! :{ )
"

=
4×4×41) - HXYX"-a)

=
4×74×3 - hxtthx'

=
8×3

( "
ta ) ' ( xhts) ' (xhts)

'

'

=

t' g- gif
g
'



Lezione 15- prima parte
Derivata del coseno ( cosa ) l' = - sinlxt

Osservo che :

•
ttxe IR costi - sin (xttz )

• simlxtf ) = flglx) ) con glxt-xt.tt ,
fly ) = sinly )

( ( fighi ) )
'

= flight ) - gin
b

(costi l' = ( sinfxtt )
'

) = Cosfxtt ) - 1 = coslxicoslf ) - sink ) si! ) = - simlxt
Il

0 1

Derivata della tangente
# l' = f- ' gjato

'

'
coslx ) - coslx ) - sinlxt . f- simili )(tanti) )' = Sinlxt

=
cos' lxtt simile)

= 1 + tanti)( cosa ) ) cos' k ) cos' ixt

= 1

Cos' (a)

Derivata dell' arcotangente .

Per derivare l' arcotangente utilizziamo la formula della derivata della funzione inversa .

Se gly) è l' inversa di flat abbiamo gily ) = ^
con X = gly ) .

f-
'

lxl

Dunque (Onctanly ) )
'
=
1 1 1

(tanti ) ) ' un'lx ) 1T fan ( arctany ) ) )
'

1 ty
'

Derivata dell' arco coseno

Ricordiamo che l' zrcocoseno è definito in [-2,1J , ma è derivabile in C- 2,1 ) .

Anche in questo caso utilizziamo la formula della derivata della funzione inversa .

(arccosly ) )
'

=
1

=
1

=
.

1

( costi ) ) ' - simlx , 1 - cos'lxt 1 - ( coslarccotly ) )
?

1 - y
?

se ye C- 2,1) , allora le (o ,
T )

, dunque simile ) 70

=) simlx ) = t 1 - cos' IX )

Derivata dell' ascosero

Anche l' arco seno è derivabile in C-a. a ) .

Similmente abbiamo

( arcsimly ) )
'
=

^
=

1
=

1
=

1
=

1

( simlx ) )
' cosa ) f 1 - Sim ? lx ) 1 - (simlarcsimly ) )

?

1 + yz

yel-a.se) , allora XEEÉIÌ ] , dunque cosa ) » o

⇒ 6) ( × ) = 1 - simile )



Esercizio : trovare l' equazione della retta tangente in + = 2 a flxt-xtz.bg/zx-3 ) .

X2 -1

Svolgimento :

1) la retta tangente passa per F- (e .HU ) = ( 2
, § ) .

2) il coefficiente angolare della retta tangente è mia fila) .

f-
'

( × ) =
X
'
-1 - (Xtz) (Zx )

,

2

(X2- s )' 2×-3

f-
'

(2) = _ 31
9

Yen nnxtq con me - %

Trovo q imponendo il passaggio per P :

§ = -7.2 tq ⇒ qe È

la retta è 99=-32×+74

xta
Esercizio : sia t'× ' ' / ?

+ b !
ri ) Per quali no , be IR la funzione è continua ?

ii ) Per quali no , be IR la funzione è derivabile ?

Svolgimento : la funzione è definita a tratti
,

i ) per XLO e × > o la funzione è continua
,
dobbiamo vedere cosa succede in Zero

.

Affinchè sia continua anche in zero serve che

floi-fijzflxl-E.no flxt
a

f-6) = l'm flx) = e l'm flx) = b
×-1 ot X -70-

quindi vogliamo che b.= ea
.

Preso un qualsiasi pe IR , se D= è allora la funzione è continua .

Ii ) Se la funzione non fosse continua
,
allora non è neanche derivabile

, quindi Umano

dobbiamo avere che se prendiamo a qualsiasi in IR, allora D= la
.

Vediamo se servono ulteriori condizioni .

Per XLO e × > o la funzione è derivabile e la derivata vale

f-
'
ix. èta × > o{

a xco

Affinchè sia derivabile anche in zero serve che

figgi t' lxt = figo. t' ht = l con l# ± io .

Ln extra = ed e l'm 1 = 1
.

+→ ot X -70
-

quindi la = a ⇒ a. = 0

e b. = è = 1
.



Lezione 20

Esercizio : Dato il grafico della funzione f trovare
i) massimi e minimi Assoluti

ti ) massimi e minimi LOCALI

iii ) massimi e minimi Assoluti relativi all' insieme a = E- 1,2 ] .

A
4

{f
Soluzione :

Dom = 1- a. ZJUEE.tn )
2 - o

Imlf ) = [-3 , 1) u [ 2,4] .

- .

-

I
_ . /

- -

i ) Trovare il massimo e

2 - 114 O
i minimo della funzione

- 2 § Ez 3 ¥ f significa trarre\ massimo e minimo

( se esistono ) dell' insieme, Imlt ) .

Visto che abbiamo

-

-3 già scritto Imlt) sotto forma d'
unione di 2 intervalli

,
è facile vedere che

inf ( Imlf ) ) e -3 ,
inoltre -3 appartiene all' insieme quindi

il minimo assoluto di f è -3 e il punto di minimo è

X = - 2 .

Inoltre sup ( Imct ) ) = 4 4 appartiene ad Imlt) quindi
'

il massimo assoluto di f È 4 e il punto di massimo è +=3 .

it) I massimi (minimi assoluti sono anche massimi e minimi locali
.

Vediamo se ce ne sono alti .

ELENCO dei
"

sospetti
"

punti di nnaxlmin locale :

A) punti = tangente orizzontale

B) una volta scritto il Domct ) sottoforma di intervalli
,
estremi di questi

intervalli

c) punti interni al Domlf ) , ma punti di non deriva bilità
.

A) I punti del grafico (-2 , -3 ) e (3,4 ) sono gli unici con tangente
orizzontali . Non ce ne sono zlti .

B) Il punto Xe § è un punto di massimo locale .

Esiste infatti un intervallo I del quale + = } è un punto interno
tre che # X E Indomita) vale f- ix. f-Pz) .

Basta prendere I :c [ ? - E , § + E] con E > o sufficientemente piccolo .

Scelgo ad esempio E- E .

Abbiamo I = [1,23
,
In Donna ) = [ 1,7) e ttxe [1

, }) vale flx) Eflsz ) .
Il massimo locale è ffz) > È .

Il punto ×- E è un punto di minimo locale .

2

Esiste infatti un intervallo I del quale × > E è un punto interno
tre che ttx E Indomita) vale fino, f- (E) .

-



Basta prendere I :c [ È - E , E TE] con E > o sufficientemente piccolo .

Scelgo ad esempio E ' Z .

Abbiamo I = [2,33 , In Donna ) = [7,3 ) e ttxe [EPJ vale flx) 7 HE ) .

Il minimo locale è f- (E) = 2 .

C) l' unico punto di donna ) che è un punto di non derirabilità è ⇐ E
visto che in + = E la funzione non è neanche continua .

+ = ¥ non è ne
'

un punto di massimo , ne
'
un punto di minimo locale

.

Infatti non è possibile trovare nessun intervallo I che abbia £ come

punto interno tale per cui tutti gli XE In Domft) verifichino la proprieta'
=

* flx) » FLI ) ( necessaria affinché E- I sia punto di minimo locale )

oppure
* flxi E fl ? ) ( necessaria affinché E- E sia punto di massimo locale )

Gli intervalli per i quali ×> ¥ è un punto interno sono del tipo
[ f- a, ¥ tb] con a. bro .

Abbiamo che pena sufficientemente piccolo (ad esempio oca e a)

[ ¥ -a , Et » n Donna ) = [ E - a, E tb] .

Per quanto posso io scegliere a ,
b piccoli abbiamo sempre

* FIE) = 2

* ttx E [E - a , -7 ) vale flx) > 2

* Kxe (¥ . It b ] vale flxicz
,
in particolare ¥ e flx ) e 1 .

Dunque
+ = ¥ non è ne

'

un punto di massimo , ne
'
un punto di minimo locale

.

Il iii) Ora ci interessa solo f
4 LE- a. 2)

quindi ci chiediamo§ quali sono i massimi e minimi

relativamente all' interrotto E- a. ii.

2 - •
Notiamo che

Domcf ) n E- a. 2) = E-1,77 .

-
# stiamo quindi considerando

I
- • /

- -

una funzione continua in
2 §, o

} { Z E s' ± In III. chiuso ,
limitato

Il teorema di Weierstrap
ci garantisce che Mastino, e minimo esistono .

Il minimo è fl- a)
-

-3
ed il massimo è ftp.t .

/ Il punto di minimo è

+= - s e il punto di

massimo è + = ? .

Notiamo inoltre che non ci sono ulteriori massimi e minimi locali
.



Esercizio : Dato il grafico della funzione flxi = - I trovare
x

i) massimi e minimi Assoluti
,
nel caso non esistano specificare

estremo superiore e inferiore .

Ii ) massimi e minimi Assoluti relativi all' insieme a = [o.tw) ,
nel caso non esistano specificare estremo superiore e inferiore .

iii) massimi e minimi Assoluti relativi all insieme B = [a. tuo) ,
nel caso non esistano specificare estremo superiore e inferiore .

Soluzione :

^ ^ ^

i ) ii ) Iii )

| I 1 .

- - A - s

÷

i) Dom = C- io
,
a) vloit - )

In(f)= f-io
,
o) u ( 0,7 - )

Snp ( Im (f ) ) = tu e non esiste massimo assoluto
,

imf ( Im (f ) ) = - io e non esiste minimo assoluto
.

ii ) Guardiamo ora fia
Dom ( fia) = Dom na = ( l - bio ) vlo.tn) ) n [atto) = ( o

,
tuo ) .

Im ( fia ) = (- no
,
o )

Snp ( Imcfia) ) = 0 ,
sebbene zero sia un valore finito , non c' è nessun Xe Dom (fia )

tale che flxleo , quindi Zero non è un massimo assoluto .

Non esiste il massimo .

Inf (Irmlfia) ) = - io e non esiste minimo assoluto
.

Iii ) Guardiamo ora FIB
Dom ( f,#= Dom nb = ( l - bio ) vlo.tn) ) n [sito) = [ 1 ,

tuo ) .

Im ( fig ) = [ -1 ,
o ) .

Come prima

sup ( Imcf ,) ) = 0 ,
sebbene zero sia un valore finito , non c' è nessun Xe Dom (ftp. )

tale che flxleo , quindi Zero non è un massimo assolato .

Non esiste il massimo .

inf ( Irmlfib) ) = - 2
,
inoltre fiale -1 , quindi - s è il minimo assoluto di ftp.

e 1 è il punto di minimo assoluto
.



Esercizio : trovare massimo e minimo assoluto ( se esistono )
di

flxl = e' ×' - sx )
relativamente all' intervallo -2 EXE 3 .

Soluzione : Osservo che fia con a = E-2,3] è una funzione
continua definita su un intervallo chiuso

,
limitato e non vuoto

,

per il teorema di Weierstrap massimo e minimo esistono sicuramente .

La funzione è anche derivabile in E- 2,3 ] .

ELENCO dei
"

sospetti
"

punti di maximini

A) estremi dell' intervallo [ 2,3)

B) punti = derivata nulla

A) fi - a) = e
' -8+6 '

= è
?

= (E)
'

( 27 - 9 ) 18

f- (3) = e = e

(XZJX ) ( X'-3T )
B) f- ' lxi = e . (3×2-3) = 31×2- 1) e

( ×'-3×7
O = ficxi = 31×2- 1) e ⇒ Xe Ia

f- fa) = ettts ) = è

f-(a) = e
" - "

= è
'

= (f)
2

.

Confronto tutti i valori trovati ( ft- 2) = e-
2

,
fls ) = e

' '

,
fl- a) = e

'

,
flat = e' ) .

Abbiamo

è < è a est
.

Quindi
e-
2
è il minimo assoluto di f in E- 2,3] e

Xe- 2
,
+ = 1 sono punti di minimo .

l'8 è il massimo assoluto di f in E- 2,3] e

+=3 è il punto di massimo
.



Esercizio : trovare massimo e minimo assoluto ( se esistono )
di

flxl = ×
> eri

relativamente all' intervallo XE - s .

Soluzione : In questo caso f-b. - a] non è limitato
,
massimo e

minimo potrebbero non esistere .

Per studiare il comportamento della f agli estremi dell' intervallo
dobbiamo ricorrere ai limiti :

lim Pe" = O

X -1 - io

f- ( - a) = - e-
=

= - 0,13

Andiamo ora a vedere i punti con derivata nulla :

0 = ftlx ) = 3×2 e'× tzxsèo = X? (3 TZX ) ⇒ × > 0
,
+ = - Z

z

ft- g) = - [ è
>

= -0,17

Possiamo concludere che il minimo assoluto di f ristretta a C-io , - a]
è

_ [è
>
e il punto di minimo assoluto è - §

Il massimo assoluto non esiste e supl Innlf ) = O

IL- io, -23



Esempio : consideriamo flxl = 1×1

Al1
Il minimo della funzione è zero e il punto di minimo è zero .

Il massimo non esiste
.

Questa funzione è definita su tutto IR
,
ma è derivabile in Italtel .

La sua derivata è f-
'

(XI = { ? se × > 0 .

se XCO

La derivata non si annulla mai
.

Per trovare quindi i punti di massimo o minimo non basta cercare

tra i punti in cui si annulla la derivata
.

Esercizio : trovare massimo e minimo assoluto ( se esistono )
di

flxl = I ×' - al .

Svolgimento : Domctl = 112 e Imiti e [ o, t - ) .
se Xe -1possiamo scrivere la turione come t' × ' = { !§ se → < + < a

se X » 1 .

La funzione è derivabile in C- io
,

- a) ul - 1. a) u (sito ) e la sua

se Xc -1derivata vale t
"
" ' = {÷; se → circa

se X ) 1 .

La non deivabilità in XIII si vede dal fatto che

+7,7, «
= -2

, fifa - 2×-2
, firma. - exe - 2 , fifa 2×-2 .

ELENCO dei
"

sospetti
"

punti di nnaxlmin locale :

A) punti = derivata nulla
B) punti di non deivabilitè .

Abbiamo Cim flat = to ⇒ sup ( Imlt ) ) = tu e il massimo

x -1 ± lo
non esiste .

A) f- ' Ix ) = - ⇒ + a- o

f- (a) = s



B) fl- s ) = o

f- (a) = o

⇒ Il minimo è 0 e i punti di minimo sono # fa .

Inoltre × > o è un punto di massimo locale
.

ESERCIZIO "
tipico

"
: trovare massimi / minimi assoluti di f

( dove f è definita nel suo dominio
"

naturale
"

) oppure
trovare massimi / minimi assoluti di f relativamente all' insieme X

( stiamo dunque considerando fin definite in Donnlf) n X ) .

Osservazioni : consideriamo f:X → IR con X un intervallo / unione finita
di intervalli . Sappiamo che se Xo è un punto di massimo o minimo

locale interno all' intervallo X ( o a uno degli intervalli ) e se x.

è un punto in cui f- è derivabile
,
allora filxo ) - o .

II viceversa non è necessariamente vero . Ciò significa che se xo è

un punto interno ad X dove f è derivabile e f- ' ix.io allora

abbiamo varie possibilità
• Xo puo

' essere un massimo (minimo assoluto

• Xo puo
' essere un massimo (minimo locale

. X, puo
' anche non essere nè un massimo (minimo assoluto

nè un massimo (minimo locale

-* *
flx) = X' flxlex' - sx f-ix. ×'

f- ' (a) = o e 0 è punto f- ' laico e 1 è punto filo) e 0 non è

di minimo assoluto
.

di minimo locale nè rninlmzx . assoluto

né min) max berle

Inoltre ci sono punti in cui f non è derivabile che possono essere punti
di massimo / minimo per f ,

ad esempio x> o per flx) = 1×1 .

E infine dobbiamo considerare gli estremi di Donna ) / Domain X .



Tenendo tutte queste cose a mente
,
abbiamo la seguente

STRATEGIA PER RISOLVERE l' esercizio tipico :

•
ELENCO dei sospetti punti di massimo e minimo assoluto :

A) esterni di Donna ) / Domlf) n X

B) punti in cui la funzione non è derivabile

c) punti in cui la derivata si annulla

A) Scrivo Dome) / Domain X come unione finita di intervalli , che

possono essere chiusi / aperti e limitati / illimitati
.

Guardo tutti gli estremi.

•
Se un estremo è - io oppure tuo :

calcolo l'm flxi = la ,
l'm flat = la

× → tuo X -1 - io

.
Se un estremo è un numero finito na . . . an ma non appartiene a Domani / Domain X

calcolo il limite pertinente ( per +→è oppure + → a- a seconda che ne sia estremo

sinistro o destro )

l'm flat = ls . . .
l'm flat = eh

+ → art +→ ai

attenzione : se uno di questi limiti la .la , es . . . ln è tuo zhlor

Snp ( Imcti ) = tuo ( Snp ( Im (fi ) ) = to ) è il massimo assoluto non esiste .

Se uno di questi limiti la .la , e, . . . ln è - io allora

inf ( Imcti ) = - io (Inf ( ImCfa ) ) = - io ) è il minimo assoluto non esiste .

. Calcolo la funzione in tutti gli estremi ba . . . bm che appartengono a Dance) / Donnetta X .

f-(ba ) . . . flbm )
.

B) Se ci sono dei punti Ca . . . Cw interni a Domlt) I Domain X i cui

f- non è derivabile calcolo

f- ( ca) . . . f- (Cn ) .

c) Calcolo la derivata prima di f. Cerco tutti i punti Xa . . . Xi in cui

si annulla la derivata prima . Calcolo

flxa ) . . . flxi ) .

* Confronto tutti i valori che ho ottenuto : la , . . . .lu , flba ) , . . . , flbm )
, fccs ) . . . fcie) , flxa) .. - fai) .

Se il minore è uno tra fiba) , . . . , flbm )
, fccs ) . . . fcie) , flxa) .. - fai) , allora quello è

il minimo assoluto
.

Se il minore è uno tra quelli ottenuti come limite la . . . ln
,
allora quello è

l' imf e il minimo non esiste.

Se il maggiore è uno tra fiba) , . . . , flbm )
, fccs ) . . . fcie) , flxa) .. - fai) , allora quello è

il massimo assoluto
.

Se il maggiore è uno tra quelli ottenuti come limite la . . . ln
,
allora quello è

il Svp e il massimo non esiste.



Esercizio : trovare le dimensioni del cilindro di area minima con volume 1 .

Svolgimento :

(

/
Volume = tra .lu = 1

⇒ La 1

a- Tra

| { L "" = " " "" + "" h = " "" " ¥

Area = flr) = ritmi § con re (o
,
tu ) .

Cerco il minimo assoluto :

l'm flr) = tu
,
l'm fine to

Riot r-it-

fieri = ↳Tr . = file) = o ⇒ 4ft'-2 = o ⇒ r =3 i
tre re

21T

f- ( s ) = 2T +
2

← minimo

3 3

41T? 2T

Il cilindro di area minima ha raggio =
'

÷ e altezza =
°

.

Esercizio : Un foglio di carta deve contenere un' area di stampa di 50 cui
,

margine superiore e inferiore di 4cm e margini laterali di 2cm.

Trovare le dimensioni del foglio di zez minima .

4cm Area di stampa = b. E = 50 Cme

⇒ D=
E

50cm' area = ( L + g)( bt 4) = (ht 8) (Toth)
,
le (o .tn ) .L è

2 2

b lim (Lt g) (50+4) = tuo
b.→ot E

4cm

£; (ht 8) (set 4) = tuo+ •
E

Arcaica) = ( ¥ + 4) + ( ht 8)( - E) = - tiff th

O = Area
'

lL) ⇒ le = I 10

Area ( 10 ) = 18 . 9 ← minimo .

La 18
,
be 9 .



Lezione 23

Sia MEN
,
con il simbolo n ! indichiamo il prodotto di n fattori

m ! : = n . (n- s ) - (n - 2 ) . . . .

. 1

m ! si legge "

n FATTORIALE
"

.

Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di è

Fissato de N
, per applicare il teorema dello sviluppo di Taylor serve che la funzione

flxl = è sia derivabile d (oppure dta) volte almeno in un certo intervallo Ic IR che

contenga zero .
Questa proprietà è vera

, qualsiasi sia de IN
,

infatti fine IN
,

f-
'n'
lxi = è

.

Inoltre finito) = e dunque

è = a + × + [ + j? tx! t . . . È +
Olxd" )

d
- d

= Li × Olxdta )
.

n - o d !

Da questo sviluppo ritroviamo che è- si × . Infatti è- a = × + Olxa )

e quindi la parte principale di è - 1 e X.

Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di cosa ) .

Anche il coseno può essere derivato in tutto IR quante volte vogliamo .

In particolare

fcx ) = coscx ) f-6) = 1

f-
'

lxl = - simlx ) filo ) = O

f-
"

lxl = - cos Cxt f-
" ( a) = - a

f-
' "

(x ) = si - Ix ) f
'"

lol = o

f-
"
( x ) = cos ( x )

;

Quindi costei = a + filo) . × + f-
"

lgfex
'

+ f
"

×
'

+ f
"
×
"
t fu È t . . . + f!!a)Xdt 0k¥/

lo sviluppo
all'ordine d cosa , = a - ¥ + ¥! . . . .

I
+
Olxd" )

,

con d pari è :

Se ora facciamo lo sviluppo di ordine dta ( che quindi è dispari ) otteniamo

costi e a - ¥ + ¥! _ . . .
I ¥ +

Olxd")
.

↳ informazione più accorta !

stesso polinomio d- prima ne resto Olxdte )

Quindi alla fine lo sviluppo di ordine d del coseno è

con d poi osate a- È + ¥! _ . . .
± ! +

0k¥
,

con d dispari cosa , = a - ¥ + ¥! . . . .
± xd- '

+
Olxdt ' )

.

(d-it !



Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di simcx )

f- (xl = simcx) fio) = o

f-
'

cxl = coscx ) f-(s) = 1

f-
"

(x ) = - simlxl f" (a) = 0

f-
'"

( xie - coslx ) f-
'"

io) = - 1

f- ' 4×1 = simlx ) f
" (a) = O

i. :

Nel caso del seno fnlol = o quando m è pari

Qnin simcxkflo) + filo) . × +f ×
'

+ f-
" '

(a)× + f-
"
lo)x↳ + filo) È + . . . + f}!a)Xdtllxd")

2 3 ! 4 ! 5 ! /

se d è dispari sinlxi = X -¥ + È . . . ± ¥? + Ocxdtse ) ,
se ora facciamo lo sviluppo di ordine dta ( che quindi è pari ) otteniamo

sinlxi = X -¥ + È . . . ± ¥? + Ocxdta) .

Quindi alla fine lo sviluppo di ordine d del seno è

con d dispari simlxi = X -¥ + È . . . ± ¥? + Ocxd") ,

con d pari simlxi = X -¥ + È . . . ± xd-' + Ocxdts) .

( d- i ) !

Anche in questo caso abbiamo fine ) = × +04' )
, quindi riotteniamo sincxlrx

.

Osservazione : Consideriamo una funzione f derivabile almeno d volte in Ic IR

e supponiamo che zero sia un punto interno ad I
.

Consideriamo il suo

sviluppo di Taylor di ordine d info.

se f E' pari nel polinomio di Taylor appaiono solo termini di ordine PARI
.

se f E' dispari nel polinomio dI taylor appaiono solo termini di ordine DISPARI
.

Dimostrazione :
la derivata di una funzione pari è una funzione dispari

f-(xie fi-× ) ⇒ flex) = - f-
'

tx )

la derivata di una funzione dispari è una funzione pari

f-C-a) = - fcx) ⇒ - f
' l - × ) = - f

'

lx ) =) f-
'

1-× ) = f-
'
Ix)

Inoltre se f- è dispari flo ) > o infatti flxi = - fi-× ) ⇒ flo ) = - fio ) ⇒ zf61=0

⇒ f-6) = 0 .

Se f è pari , allora f-
"
Ix) con n dispari è una fz . dispari e fnlo) = o

f-
"
Ix) con M pari è una fz . poi

Se f è dispari , allora f-'→ con n dispari è pari

fcn' con m pari è dispari e f-
n' (a) = O



Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di logcxta )

f-G) = loglstx ) flo) = o filo) = - I
fili) = ( s txt

' fico) = a

f-
"
lei = - ( stai

-2 f-
"
lo ' = -1 f = -1,7, = + §

f-
'"

(xla +2 ( atx )
-3 f-

'"

(01=+2

f-
" (xie - 2.3 ( s txt " f

" (o le - 2- 3 f
"
lol = - 2- 3 = . l

'

:
4 ! 2 - s - 4 4

finirla. ± (n - s ) ! ( 1 txt
- n

fnco) ± ( n - it ! = ± i
-

=

m ! m ! m

logcstxl = × - [ + ¥ - ¥ + . . ± + Olxdta) .

In particolare abbiamo che la parte principale di loglstx ) è X.

Osservazione : loglxta ) non è definita su tutto IR
, però basta che loglstx) sia

definita e derivabile d volte in un intervallo che contiene zero
,

ad esempio I = E- 42
,
"a ] .

Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di (stile con AER

flx) = (stx la flo) = 1

f-
'

Cxi = a (stile
-1

f-
'

( 01 = a

a-2f-
"
(XI = ala-a)latx) f-

"
col = ala-a)

f-'" (x ) = a. (a - a) (a-a) ( stile
>

f'" lol = ala - a) (a-a)

: :

a- ~

finale a. ( a - a) ( a -a) . . . ( a- mta ) (Ita ) finto ) = a. ( a - a) ( a -a) . . . ( a- nta )

(stile= 1 tax ta ×
'

+ ×
'
+ . . . + a. ( a- a) la-a) . . . ( a- alta) xd + ②xd" ) .

3! d !

In particolare per Me - a

1
=
1
-
X + ×
'

_
×
'
+ . .. ± xd + 0(xdta )

1 t X

Noto che se bene e bta con be IN
,
allora la funzione è

derivabile su tutto Il b volte
,
invece le derivate dalla (bta ) - esima

in poi non sono definite per + = - s .

Se ne è negativo la funtore
e tutte le sue derivate non sono definite per + = - a .

Per fare lo sviluppo
di Taylor in zero questo non è un problema .

Basta prendere
I c fa ,

a ) .

Se introduciamo il simbolo ([ ) : = ala- a) ' a-a)
" canta)

e (g) :-. a
n !

↳
coefficiente binomiale generalizzato

Zhlorz possiamo scrivere :

a

( stile = E' (f) × "
n = O



FORMULA del BINOMIO di NEWTON

Siano x. ye IR ,
de N

.
Vale

lxi-gid.FI/d/xnyotn
dove per ned ,

m.de IN (f) :-.
d ! e (f) = 1 .

m ! ( d- n)!

Alcune proprietà del coefficiente Binomiale

d
↳ f- a

(f) =
d!

=D
1! (d - D !

III. !! ) intatti (a:p "a. µ.mn
.

-

a in:'(È )
Osservazione : lo sviluppo di Taylor di ordine d ( o più) di un polinomio
di grado d coincide con il polinomio stesso

,
in particolare non c'è retto

.

Dimostrazione : consideriamo un qualsiasi polinomio di grado di
qlxt = go t qsxtqzx

'

t .- tqd Xd con q , , . .. , qd E R

Scriviamo il suo sviluppo di Taylor come polinomio di Taylor di ordine d e

resto di Lagrange :
d
' (a)

( o ) ×
(Mt ' ) mts

Pdlxlt RDCXI = I 9- n

+ 9 CE ) x
me o n ! (Mta ) !

94×1 = qst 29, X + 39> Xix hqnx
'

t . . .. t dqd xd-1

q
"
(il = 29 , + 3- 2 q , X th

- 3 qhx
'

+ . . . +
d- (d- i ) x

d- <

q'" (× ) = 3.29, t 4- 3.294 X te . . . t d ( d- 1) ( d- a) xd- '
-

/

-

I

mld q
' n'( x ) = m.fm- 1) (n - 21 - . . 3.2 qm + (Mt ' ) m.fm - 1)( n - 2) - . .. - 3- 2 qui , X te

. . . + d ( d- 1)( d- a) .

. . . ( d- mts ) xd- n
-

i

q
' d'
g) = d. (d- 1)(d- a) . . . .

. 3.2 qd

qldt ' ) ( × ) = 0 .

Calcoliamo ora le derivate in zero

qlo) = 90

ÒCO) = qs
q
" (a) = 292

q
'" (a) = 3- 293 = 3 ! q ,
i

ql? (a) = m.IM -i ) - (n - z) - - s - zqm = m ! qn
:

q'd' (a) = d ( d-idol- z) .

. .. .

- 3- 2 qd = d! qd



q
" lol = 9 , Ò =3 ! q, = 93
2 ! 3 ! 3 !

qu' lei = m ! qn = qn qu' ' col = d! qd = qd
m '

n ! d ! d!

inoltre
,
visto che qldt" (xi EO

,
allora il resto di Lagrange è zero

, quindi
d = 0
' (a)

( o ) ×
(Mt ' ) mts

Pdlxlt RDLXI = I 9- n

t 9cma 0 n ! (Mta ) !

d

= E
'

qmxn = qui .
ma 0

Dimostrazione della FORMULA del BINOMIO di NEWTON

Possiamo supporre y #0 ,
Utrimerli se y > o allor (xty )

D= xd e non c' e

niente da calcolare
.

(xtyide [yl ; + a) I' = yd ( Ita )
"

Chiamo § = t
,
ltta )

"
è un polinomio di grado d e

coincide con il suo polinomio di Taylor
di ordine .

ditta)
"
= I' (f) xn
MIO

quindi ( Ita )! ÌÈIIIIEÌ e

cxtyid-ydlfi-aid-ydlii.io/ ! ) ) = IÈ.LI/fI.yd=ndEolIlxnyd-n



Esso Trovare la parte principale di

a) è - 1- zx per + → o

2) è
"
- s - zx per × → o

3) è - cosa) per +→ o

4) è
'

_ cascati per × → o

Esz Ordinare le funzioni

- logx ,
×
'

,
3
,
×
'
# ×
- e

rispetto alla relazione « per + → ot

Es 3 Ordinare le funzioni
zx

xrelogx , , loplxta.net ) , -3×71
rispetto alla relazione « per × → tuo

ES 4 Calcolare lim sin (3×3)
+ → O log (1++3)

Svolgimento :
ES 1

1) lo sviluppo di Taylor al primo ordine
di è è

è
= s txt Olx ' )

dunque
è - s - ZX = 1 # xt @(x2 ) - s - ZX

= - × + Olxr )

= - X to (x )

quindi è - a _ zx ~ -X

e -X è la parte principale per × → o

di ex - 1 - ZX .



2) Scriviamo lo sviluppo di Taylor al

primo ordine di et :

et = 1 + t + Olt
' ) .

Grazie alla sostituzione te Zx otteniamo

è ' = 1 + ex t OLE )
↳ Olzxa ) = 0ha)

quindi
e
"

- s - zx = 1 tzxt Olxz ) - s - ex

= OH)
01×2 ) è una classe di funzioni ,
non descrive una sola funzione .

Non abbiamo trovato la parte principale .

Per trovarla dobbiamo considerare

lo sviluppo di Taylor di et ad un

ordine successivo :

è = 1 t t t + Olt
' )

.

Sanità ma nuovamente te zx

è > 1 + ex +
'

t da } )

= 1 t 2×+2×2 + 0 ( t
? ) .

Quindi
è× - 1 - zx = 1+2×72×2 t Olx ? ) - 1 - ex

= Zxat OLX
' )

e la parte principale d
'

l
"

-1 -ZX

è 2×2
.



3) è = 1 txt 0h ' ) } Sviluppo di Taylor
Cash ) = A te 0 (x2 )

1 primo ordine

è - cosa ) = 1 txt 0 (x2 ) - 1 tolta )

= X toe )

4) Proviamo a procedere come nel caso

precedente :

et est tt altri

Gsilyt = s t Oly
' )

sostituisco E- x2 e y - ex

È = 1 txt Olx " )
G) ( ZX ) = 1 + OLX

' )

È - coscza ) = 1tx' t @ (xh ) - 1 taxi )
= ×

' tolta ) t Olxh )

TENZIONE :

Le funzioni f che sono OLX ' ) sono

"

comparabili
"

con te , quindi potrebbero
anche essere del tipo a.×

'

In tal caso la parte principale d. è
'

_ costo)

sarebbe (sta) × ' se ne fosse

diverso da - 1
.

Ci servono maggiori informazioni per concludere

l' esercizio .

Cody ) = 1 - It Olyh )
cos (Zx) = 1 - 2×2+01×4 )



Quindi È _ cascate start Olx " )

-2 tzx
'
t Olx " )

= 3×2 t Olt " )

(a parte principale d- È - cos ( ra ) è

3×2
.

Es 2 : Prima di tutto osservo che

per X -i Ot ×
'

+ ×
-2
~ ×

-2

Sappiamo che per ×-tot

×
'
« xb se a > b.

quindi
×
'

« 3 « tetti
'

~ ×
'

ci resta da capire cosa fare con

- logli ) . Usiamo la definizione d- ll

lim ×
'

= o ⇒ +
'
« - lojx

×-tot - logli )

lim 3 = o ⇒ 3 « -loyx
Hot - logli )

him E
'

= too

+ not - logli )
⇒ - Cyx « ×

"

l'm - logli ) = O
+→ot ×

- 2

Quindi

×
'
« 3 «

- logx « ×
'

-1 E
'



ES 3 Noto che per × -it -

×
"

no
×
"
= ×
'

XZTZ X2

xtsinlx ) - × e loglxtsimcx ) ) - logli )
ZX
sua

-
= (E)

×

Quindi possiamo ridurci ad ordinare

xzlogx , ×
'

, loghi , (f)
×

Sappiamo che per × -it a

logli ) cc Xe con la> o

Visto che { ed abbiamo (f)
+

« logxccx
'

Resta da capire dove collocare x2 logx
Visto che lira × '

= O
×-1 tuo ×

? logx
abbiamo ×

'
« logx - x2

.

Es 4 simct ) = Et Olt
' )

loglsty ) = y * Olyr)
Dunque
l'm %; ×

. ,
= figo 3 toast =3

+→ o ×
' +01×6 )



Lezione 28

Esercizio : Trovate la parte principale per + → èdi
_

i

× fimlx )

Svolgimento : la p - p .
di sinlx ) è ×

.
Sommando le parti principali

abbiamo una cancellazione .
servono informazioni più precise

simlx ) - × - ¥
I° modo : f - a:(× , = ~

6
= -

±

Xsimlxt
,

x2 6

la pp . di sinlx ) - × è - È
la p . p . di xsimlx) è ×

' 6

II° modo simlx ) = × - ¥ +Ole )

(sina.tt
'
= (x. ¥ tale ) )

"

= [ xls - ¥+044 ) )
"

(sty )
-
'

= 1 - y tolga)

D= - + Qxh )

( 1 - [ + de
' ) ) = et ¥+04 ' ) +011-Était ' )

⇒

= tt tolta )

(sina.tt
'
= (x. ¥ tale ) )

"

= [ xls - ¥+044 ) )
"

= E
' [ set + Olxh ) ) = ¥ + f- t Ole

' )

⇒ ¥ . ( simili t' e - ft OH
' ) = - ¥ tolx)

è - E⇒ la pp . di f- a:(× , 6



Esercizio : Trovare la parte principale per +→ o

di simcx ) - ( sink ) l
'

.

Svolgimento :

simili = t - §? tolte)
sostituzione tax>

⇒ sin (d) = × ' - [ + Olx " )

( simili
'
= ( × - ¥+0 Http = [ xls - ¥7 Olxh ) ) ]
= ×

> (s - ¥ + OH
" ) )

(style 173g tolga )
sostituzione : y = - tax

"

)

( s . +01×4 )
'
= 1 test OH

"
) ) + Off ¥+044))

= a _ Ex
-

+ Olx
" ) + Olxh ) to Olxhl )

+ 0101×8 ) )

= 1
. { +

'

+ Olx
" )

Quindi ( simili
'

= ×
> ( 1 . { ×

'

+ Olxh ) )
= ×

>
- { è + Olxt )

⇒

sincro ) - ( simil P = ×
'
_ ¥ + OH" ) - ⇒ tlzxtt OH)

= {Et Olxt ) = f- Et olx' )
⇒ La parte principale di sincro ) - ( simil P

5

è { ×



Esercizio : si consideri la funzione

f- (XI : e 1 - Cosczx )

explx ' )
.

a) Trovare la parte principale per + → è di flx ) .

b) tratta trovare la parte principale per + → è di

ftx ) tax .

Svolgimento : a)

Il modo 1 - Costa ) n 2×2

( s - calza ) )
" ?
~ fax

lxplxz ) i 1

⇒ ( 1 - Costa ) )
'
" ti ×
~ = tx

lxp ( x2 ) 1

iI modo
cosette a - + Olth )

cos ( Zx ) = 1 - ZX ' +OH
" )

1
-
cos ( ZX ) = 2×2+01×4 )

(1 - costa ) )
"
"
= ( zxrtolxh ) )

'"

= [zx' ( s tour) ]
' "

= Ex (1+01×4)
' "

(sexy )" = Italy )

y = OF)

( s t Ole ) )
" "

= a t Olxi )

⇒ (s - cosca ) )
" '
= tax ( a taxi ) )

= tax + Olxs )



explt ) = It Ole )

expcxrl = stolti )

(expcxr ) )
-a
= ( stolti ) = stolti )

-
(sty )

- a
= 1 + Oiy ) y = Olxi )

(1 - cosca ) )
" (expcxz ) )

-a

= ( tax + Olxs ) ) ( start )

= txt 017 ) t Olx ? ) t 01×5 )

= Ex +01×3 ) = Tax + of )

⇒ p.pe
' Ex

b) se a# - te allora p - p .

è (tt a) ×

Se a. = -t

I° modo cosette 1 - t È tolto )
coslzx ) = 1 - ZX ' t § ×

" +01×6 )

1
-
cos ( ZX ) = 2×2 - § ×

"
t 0 (× ' )

(s - Cossa ) )
' "
= ( 1-1+1=(2×12%4×17049)

' "

= ( zx
'
- Ex

" tolto ) )
" '
= [ zxa ( s - Exide) ) )"

= tzx . ( s - f- ×
'

+ Ok
" ) )

" "

\ (s + g)
" a

= fax [ 1
- f- E

'

+
OK " ) ]

= A tty +015)
= t'× -È ×

'

tolti )
y = - {xrtocxhexpltl-s.tttolta )

lxp ( Xi ) = 1 t ×
?
+ Olxh )

(expcx ' ) )
-
= ( start Olx " ) )

"

( sty )
- a

= 1 - ytoly )



D= ×
' tax " )

(s tx' tax " ) )
- '
= 1 - ×

'

+Olxh ) + Olxztolxh ) )

= 1 - xrtolx " ) t Olxh )
= 1- ×

'

+ OH
" )

(s - coscritti " ( explxr ) )
"

= ( tx -È ×
>

+Olx
' 1) (s - ×' tax " ) )

= tax
- test Olx' ) - je

'

+ ¥,
è TONY

+ OLE ) + Olxt ) t Olea )

=)

( a - caschi )
" '
.

tx
=
- (ttf) xstolxt )

explxi )
= - zztxrtolx

' )

( a parte principale è -761 ×
'

iI modo

( 1 - caschi )
" '
.

tx (s - Gsczx ) )
" "
- rzxexpcxr )

=

explxr ) explxz )

p - p .

di explx ' ) è 1

Andiamo ora a calcolare la parte principale
di µ - Costa ) )

' "
- rzxexpcx ? )

abbiamo

cosette a - + ¥ tolto )
(sty )
"
= 1 tty + Oiyr )



(s - Cossa ) )
' "
= ( 1-1+1=(2×12%4×17049)

' "

= ( zx
'
- Ex

" tolto ) )
" '
= [ zxa ( s - Exide) ) )

'
"

= tx . ( 1 - Ix ' + Olxh ) )
" '

= tx [ 1
- glx

'

+
OH " ) ]

= t'× -È ×
>

+Olx
' )

(s - Costa ) )
" "
- rzxexpcx ' )

=
EX - ⇐X

'

+OLE ) - lex ( stritolai ) )

=
RX - ÷ X

'

+ Olxt ) - tax - tzx
>

+Olxt )

= ( jf - t ) ×
'

tolti"
~
. aI × }
6

Quindi

( 1 - cascai )
" '
.

tx

explxr )

=

(1- Gsczx ) )
' "
- rzxexpcxr ) ~

- 7¥ X
]

expcxz ) -1
=

- 7¥ ×
'



Lezione 30 - seconda parte

Alcuni esercizi in preparazione del compitino

Esa ) Trovare le soluzioni di simcx ) 7 È
in [Ì

,
2]

.

Svolgimento : I° metodo : Cambio di variabile

y = ITX . Modifico anche l' intervallo in cui

cerco le soluzioni
.

Una volta trovate le soluzioni

nel nuovo intervallo scrivo le soluzioni cercate

usando il cambio di variabile + = ¥ .

. y = TX .

Se × - E ,
allora y = È ; se × - 2

allora Ye rit .
Quindi cerco le soluzioni di

di simly ) » ¥ in [ E
,

ut ]
.

÷::
-it lotta '

Ì e y e f- tt

Soluzione : ¥ E X E f .

Io metodo : Cambio di variabile y = TX .

Trovo le

soluzioni di a-mly ) 7¥ .

Cambio variabile
,
trovo le

soluzioni di simltx ) » È e interseca con [ E
,
2]

.

y > fa
tztlt EY E ft tzktt, KEI .

Cambio di variabile y = ¥
H )

# +2k e × e 7 tzk Kett

Le soluzioni sono I EX E f .



Es 2) Trovare i punti di massimo e di minino

assoluti di fila qrctom ( ×
'
- × ) relativamente

alla semiretta ( - ao
,
a )

.

Svolgimento :

passo I )

fca ) = anatomia ) = O

lim ouctanlx ' - × ) = - E
+ →+0

passo II )

fini = ^
.

( 3×2 - I )
1+1×3 - × )

e

f-
'

ix. o ⇒ 3×2-1=0 ⇐7 X = I ¥
ftp.ouctaljft )
ftf ) = aitante )

passo # ) confronto f-( fg ) , ff -¥ ) , flat e fatti .

imf max

-E cantante} ) < o a action (§ )
"

"
" "

limflx ) ftf ) fio ) fl -¥ )Xu - o

Il punto di massimo è - ¥ .

Il punto di minimo non esiste
.



Lezione 31

Esercizio : a) Disegnare il grafico diflxtelog@glxD.b) Per quali a > o è verificata ttx > se la dis
.

loglloglxt ) e a loghi (* )

Svolgimento : a) Cerco l' insieme di definizione di

flx ) = loglloglxi )
• X > O

• loglx ) > o ⇒ xss

Donna ) = ( 1
,
tool .

.
lim loglloglxil = - O

+ → at

>
lim loglloglxi ) = tra
+ → tra

•
studio del sogno di flxl :

loglloglxi ) 70 ⇒ xze .

. f-
'

(× ) =
1 1

=
1

loglx )
"

x xloglx )

.
Studio della monotonia di f

f-
'

( x ) 70 nel dominio di f

^
7, o FXE Donna ) è sempre vero

Xloglx )

⇒ f è crescente nel suo dominio
.

'

s



b) Il modo :

Osservo che se xss
,
allora loglxl so ,

quindi logcx ) è ben definito ed è strettamente

positivo .
Posso dividere (* ) per logge ) ed ottenere

la disuguaglianza equivalente

(** ) loglloglxi ) E a ttxss
.

loglxi
Dunque cerco il massimo di gfx ) = log ( loghi

)

loghi
in ( 1

,
to )

,
lo chiamo Max

.

Se a» Max allora (* * ) è verificata
,
e quindi

(* ) è verificata .

Don (g) = ( 1 , too )
l'm log ( loghi ) = - •

+→ st loghi
linn log ( loghi ) = O

+→ to log (x )

g' lxi =
1

Zx ( logcx ) )
' "
[ 2 - loglloglxi ) ]

gilet = o x = explè )

g( expcè ) ) = 2

e

00 < O L =
e

⇒ Max = Z
e

⇒ Se azz allora (* * ) è verificata
,
e quindi

(* ) è verificata .

La disuguaglianza è vera se azze .



Io modo :

scrivo (* ) come

(* ** ) log ( loghi ) - a loghi e 0

Chiamo halxt = log ( loghi ) - a loghi .

Cerco il massimo di lalx ) e lo chiamo Max (a ) .

Impongo Max la ) e 0
.

Donnlha ) = ( 2
,
-10 ) Ha > o

¥:[+ ha' × ' = +
loglloglx ) ) - a loghi = - oo

.

È
•
loglloglxi ) - a loghi = - o

L'ala ) = 1 a
=

2- a loghi
× logli )

-

ZX logli ) Zx logli )
41ozL'acxl = O X = e

Lele
""' ) = logli - e - zloga = Max la )

Max (a) E 0 logli - 2. - 2 lega e 0

lega 7 log 2 - 2

a >, elogi . è
'

= ¥
⇒ Se a » E allora (* * *) è verificata

,
e quindi

(* ) è verificata .

La disuguaglianza è vera se azze .



Esercizio : si decide di costruire un ponte

attraverso un fiume di lunghezza 15 formato

da m campate di lunghezza uguale e da

(n - a) pilastri
µ
campata

-

-

↳ pilastro

mummia

Sapendo che il costo di un pilastro è 3 e

che il costo di una campata di lunghezza e

è ( l' ta )
,
come conviene prendere ~ ?

Attenzione : m deve essere un numero intero

positivo !

Svolgimento : Scriviamo la funzione che descrive

il costo del ponte al variare di m
.

f- ( n ) = ( numero di pilastri ) . ( costo unitario pilastro )

+ ( numero di campate) . ( costo unitario campata )

numero di pilastri = n - a

costo unitario pilastro =3

numero di campate = m

costo unitario campata = ?

Il costo di una campata di lunghezza l è ( l'ts )

Visto che le campate sono m e sono tutte

lunghe uguali e che la lunghezza del ponte è 15 ,
la lunghezza di una campata è E

m

e il suo costo 225
+ 1

ma



finte 3cm - s ) tm ( 2¥ + 1) = 4Mt 2¥ -

3

fin ) è definita per tutti gli me IN .

⇒ la attendo a tutti gli × >o

flxl = 4X t 225 - 3
,
donna ) = (o

,

to ) .

×

limn 4X t 225 _ 3 = to
+→ to X

lim 4X t 225 _ 3 = to
+→ è ×

f-
'

Ix ) = 4 - 225

XZ

fila ) 70 4 - 2¥ 70 4×2-225 =0×2
xe - E U xp E

-E 0 E
+= E punto di minimo

f
'
t - - t

f \, / f-(f) = 57 minimo assoluto

f

te

>

neII'mes
E
2

Ricordiamo pero
' che cerchiamo la soluzione tra gli

metti
, dunque × - E non puo

'

essere la soluzione

cercata
.



Visto che la funzione f è decrescente in

( o
, f) abbiamo flm) > fa ) per me IN

,
ma 7

.

Inoltre la funzione è crescente in ( ¥ ,
to )

,

quindi fig ) < fin ) per me 1N
,
in > 8 .

I candidati punti di minimo tra gli interi sono

dunque 7 e 8 .

Andiamo a calcolare flat e f- 18 ) .

fa ) e 57,14

f- 18 ) = 57,12

dunque fls ) cflt )
,
fig ) è il minimo e

me 8 è il punto di minimo

⇒ per costruire il ponte con il minor costo

possibile bisogna fare 8 campate .


