
Grafici delle funzioni elementari

sto corso considereremo quasi sempre funzioni f : c IR → IR

> GRAFICO di una funzione f : c IR → Ita

Ef : = { (x. y ) e IR
' / y = flx ) con × e }

RET
* Come disegnare una retta y = MX tq
q mi indica l'altezza con cui la retta interseca l' asse delle y ed

m mi indica la pendenza
✓ n

di quanto salelcresce d è l'angolo acuto
(scende 1 decresce) formato dalla retta

e da una qualsiasi:*::
÷:
senso antiorario 9 L positivo
senso orario d 2 negativo

In questo modo disegna tutte le rette
,
tranne quelle verticali

che NON sono funzioni :

Ricordiamo che

Potenze

se ae IR
,
aro

,
fa è la radice quadrata positiva di a. .

se pe IR
,
b intero positivo allora è = a.

.. .
. a b volte

non nulla

se ne RI lol
,
b intero positivo non nullo a-

b
= I

b
a

0

se a. e Rito ) a : = 1 ( è non viene definito )

se a>io
,
b>0

,
b = (con p , q ab = 9AM

' interi positivi
p b 1

se a>o ,
beo

,
be -

g-
noi nulli ) a =

appPerché serve a positivo ? a.

Supponiamo D= § = § e a. = - 8 .

I 3

Allora avremmo -83 = -8M = - 2

- g
E

= = ¥4 = 2

si definisce è con AER
,

be IRI la > o

se b neg) per approssimazione F- 3,1416 . .

È = 23" " " - -

→ limite 2
'

,
2
'"

,

2
" "

.
.



* Funzioni potenza Xa (per quali XEIR ,
l' espressione Xe ha significato

→ l' insieme di definizione è un sottoinsieme di IR )

y=x
'

insieme di definizione
/

Se a>o con a.intero , l' insieme di definizione è tutto IR

se a. Io con a intero
,
× #0

,
ossia l' insieme di definizione è IRI { o }

se a> 0 ,
con a non intero

,
× >io

,
l' insieme di definizione è Rt

se Alo
,
con a non intero

,
X > 0, l' insieme di detenzione è ( o , tuo) .

GRAFICI delle FUNZIONI POTENZA A-71

y = X y - ×
'

^

1 - - - - - - - -

,

1

I 1 - - -
1 I
1 I

1 I# a

y = Xs D= X
"

1-
- -

, 1 - - - ,

I 1

! I

1 1

Notiamo che : f pari : ftx ) a- flx)
simmetria rispetto asse 9

per a pari → funzione pari f Dispari : fl-x ) = - flx)

per a. dispari → funzione d'spari simmetria centrale rispetto
all' origine .



+3×4X
' tutte passano

X
per (o.O) e

+2
X
"

per ( 1,1 )

1-
- i

| ATTENZIONE
| alla
1 crescita !

( in che "ondine
"

sono le funzioni

prima di 1
X e dopo a)

+3

GRAFICI delle FUNZIONI POTENZA O E il E 1

y . x
' " et y > +

"3

x iX X
attenzione : DIFFERENZA tra funzioni POTENZA e Radici : abbiamo visto che

se a caca ,
allora il dominio di y - Xe è +70 .

Se però parliamo della funzione Y =# conmeltldispaizlloral' insieme di definizione è tutto IR
. {

sono funzioni

D= TE y
? dispari , simmetriche

rispetto all' origine

*\ -
I



+
rx

a=o⑧#
annoi

GRAFICI delle FUNZIONI POTENZA a< o

a.=
- ha

a-
-2

a-e -1

Se ne è intero
, sappiamo che la funzione ha

come insieme di definitiva IRI lo 1
E '

dunque definita simmetricamente per gli × negativi :
di nuovo se a pari la funzione è pari ,
per a. dispari ,

la funzione è dispari

ESPONENZIALI

×Sia a> 0
,
consideriamo Y = a

Notiamo che qualsiasi sia a , µ = 1
,
al =a .

Inoltre la funzione è sempre positiva .

a- 71 A 21



Tra tutti gli a>o possibili come base dell' esponenziale
privilegiamo il numero

e = 2,718 .
. .

" "

e è il numero di Nepero

Notiamo che ogni potenza può
essere scritta in base e

abaelogeabaebcg.ci
+
, +4 ¥ Confronto con le funzioni potenza Xe con a. EN

1- . . . . . . . .
× La funzione è va all' infinito piu

'
VELOCEMENTE

I _

I

-

di ×? "" in"" ""⇒ &""" " ←

Operazioni sui grafici
Dato il grafico di una funzione f e un numero reale se

vogliamo disegnare :

i) il grafico di fatta

ii) il grafico di flxta )



Data flx ) il grafico di finta si ottiene per
traslazione verticale I
verso l' atto di ta ,

se ne è positivo
verso il basso di _ a .

se ne è negativo .

A)ta f ."

÷
"'i,

Consideriamo il caso a- 70

( chiaramente se a- o non succede niente )

÷
.

a. - - - -
,te@X.f iiii:

"

×

Prendiamo un punto in cui la prendiamo un punto
funzione vale zero qualsiasi del grafico (x. flxt)
( ossia un xe IR te . flxleo

,
(× , a) e tre, vogliamo disegnare il

⇒ dove il grafico della funzione punto (×
,
fatta) )

interseca l'asse delle × )
Allora fatta varrà a

( flxtt a = O + a = a)

Glifi cambiano !

f : XCIR → IR

i punti xe X tali che fitte o



Data flx ) il grafico di flxta) si ottiene per
traslazione orizzontale ←→

verso sinistra di ta ,
se ne è positivo

verso destra di - a .
se ne è negativo .

^ finta)
.
.

→

¥.ie#*...*.f:fA:*:::: : ÷:O:*:
Ora doppiamo disegnare l' insieme

di tutte le coppie (× , fata) )

Supponiamo che a) 0 ( come prima , se a.= O

non succede nulla ) , ad esempio a.= 2 .

Prendiamo un punto x qualsiasi , ci segnano sull' asse delle x il punto Xta

L' altezza sulle ascisse ( valore della funzioneranno a ×

per disegnare il• D= (× , flxta) ) è il valore della funzione in Xta
.

*⇒¥¥È









ATTENZIONE : la risoluzione grafica di una disequazione
è sempre attendibile ?

Esempio : Risolvere graficamente la disequazione

log 7 X
'
- I loghi » ×

'
- %5

x i

| ^ | eogx | ^ / eogx

che comportamento abbiamo nella zona cerchiata ?

① ① 0
a. ama,

]
nessuna intersezione ? un punto due intersezioni ?

Il disegno del gatto non è abbastanza preciso per fornirmi questa
informazione .



* Esercizio : disegnare il grafico della funzione

finale. - a /
Soluzione : Ci chiediamo qual è l' insieme di definizione
di fi × deve essere diverso da -2

.
( il disegno del grafico

dovrà rispecchiare questa proprietà ) .
quindi t :p '

- a-" "to ' È:# - si
Notano inoltre che la funzione è sempre positiva .

Dobbiamo cercare di ridurci ad una funzione elementare :
la potenza ¥ .

Cerchiamo di fare operazioni sui grafici che ci permettano
di passare da ¥ a f.

Passo 0 : ¥

Passo 1 : → traslazione orizzontale di ¥
a sinistra di 2

Passo 2 : 1-
- 1 e, traslazione verticale di 1-

(Xtzi' verso il basso di 1 K¥5

Passo 3 : / - 1 / azz rifletto rispetto all' asse x
tutta la parte del grafico di 1- - 1
che sta nel semipiena (Xtzi'

negativo delle y

Passo 1 : a

÷

Ti

-

^

Passo 2 :

- a

-



"" "

.

^

soluzione :

-

÷::O : : ÷: :* ne

* ed ? • Determinati, III diretta il numero di soluzioni

Soluzione : disegno il grafico della funzione data dalla formula / ( x - il' - al

"



È.fi?oiiioranoa
.

^
× ti llx-it- al

1Ì
Y = a è una retta orizzontale

.

Al variare di e dobbiamo contare quante sono le intersezioni di

queste rette con il grafico di f.

Se ne è negativo non c' e
'

nessuna intersezione

se a è zero
,
ce ne sono 2

se a è compreso tra zero e 1 ce ne sono 4

se ne è maggiore di 1 ce ne sono 2

^

÷:

-y=a con 0cal 1

te
2

- y=a
Con al 0

Soluzione : il numero di sdraioni è

0 se ne e C- io
,
o )

2 se a E ( s
,
tu ) u { O }

3 se a = 1

4 se a E ( o , 1)



Lezione 8

Funzioni inverse
. esempi

ESEMPIO 1 : logaritmi i
^

×
Consideriamo la funzione esponenziale con base e

,

e

f- : R → IR 1{
× # è

e.

÷: ÷ : ÷
.
÷.

Se consideriamo f : { [ ± io io ) abbiamo una funzione

che è sia iniettivo che snriettira che quindi ammette inversa
,

che è g : ( o .tw) → IR '
i
×{

y ⇒ egy n e

¥" : : ÷:: : e.)
1- logx-0¥
:
1

ESEMPIO 2 : rette

f : IR → IRsia nato ,
beh {

× ⇒ axtb

f- è biiettiva
. Sappiamo allora che esiste l' inversa g .

Possiamo trovare la sua formula esplicitando la × in funzione della y
nell' equazione y = fcxl = raxtb

y = axtb ⇒ ax .- y - b ⇒ + = Lay - fa .

Quindi la formula dell' inversa è X > gly) = Lay - fa .

Il dominio di g è
IR

e l' immagine di g E
' R

.

f- f
^ a

f-
'

b. f"#TÈ



GRAFICO della funzione inversa
.

Osservazione : preso un qualsiasi punto nel piano pe (a. b)
,

'

il punto P' = ( b
,
a)
,

ottenuto scambiando le coordinate di P
,
è il simmetrico di P

'

rispetto alla bisettrice

del Ie e quadrate

siano X
,
YC IR

.

Ricordiamo che g : Y → X è l' inversa di f :X → Y se

HXEX
, Hye Y

g(flx ) ) = × e flgly ) ) = y .

Abbiamo che , se g
e
' l' inversa di f

grafico di f- ± { ( x.g) e Xx Y : y = fcx ) }
= { ( y , xte YXX : X - gly ) I = grafico di g .

Infatti gli elementi del grafico di f sono gli y che soddisfano l' equazione

y = flx) con XEX (*,

mentre gli elementi del grafico di g sono gli × che soddisfano l' equazione
× = gly ) con YEY (* * )

ma (*) e (** ) sono equivalenti
.

se y = flxt allora gly ) = g( HH) e poiche' g è l' inversa dit gly ) = × ,
se X > gly) allora fate flgly) ) e poiche' g è l' inversa dif flat -- y .

Quindi il grafico di f ( y = flx) ) e della sua inversa (x = gly)) coincidono .

Noi però non disegnano il grafico di += gly ) ,
bensì vorremmo disegnare il

grafico di y= gcx) .
Per farlo dobbiamo scambiare le coordinate

di ogni punto .
L' osservazione ci dice che stiamo facendo un' operazione

di riflessione rispetto alla bisettrice del Ie e quadrante .



ESEMPIO 3 : radice quadrata .

Consideriamo la funzione potenza f :{ ¥ ¥
Questa funzione non è ne

' iniettivo
,
ne
'

suriettivz
, quindi non ammette inversa

.

In particolare notiamo che qualsiasi y > o
è immagine di due X diversi :

esempio : y = 4 , fl- 2) =L, e f-(2) = 4 .

Abbiamo visto nel caso della funzione esponenziale come cavarcela quando non

abbiamo la suriettività : al posto di considerare come •dominio tutto IR
,

ci restringiamo all' immagine della funzione . Anche in questo caso si vede facilmente

che l' immagine è [a. t - ) .

F : R → [o.to)Iniziamo dunque a considerare {
× +, ×

,

Proviamo a esprimere × in funzione di y :

y = fai = ×
' ⇒ × = ± [

Purtroppo la legge che ad ogni ye [o , to ) associa ITY non è una funzione

( dato un input ottengo due output ! ) .
D'altra parte se scelgo arbitrariamente uno dei due output e

considero le funzioni la :{ [o.jo
) j e la :{ [[

a) j
nessuna delle due scelte soddisfa la proprietà di essere l' inversa di f .

lei FL- z ) ) = La (4) = 2

L! È (a) ) = La (4) = - 2

Per riuscire a scrivere l' inversa dobbiamo rende f- iniettivo.

Decidiamo di modificare il dominio restringendoci a [0
,
tuo ) .

Abbiamo quindi f :{ [9:o) [
oj.tn

)

e la sua inversa è g :{ [qt - ) → [o.tw )
Y no TY

Esercizio : trovare l' inversa di f :{C-[ o ] [[ a)

ESEMPIO 3 bis : radici n - esime con mp

Come per y - x2 , non esiste l' inversa di f :/ ? [ In
Possiamo trovare l' inversa di f :{ [o, ;) ; io)

,
che è

g :{ [qt - ) → [o.tw )
Y ↳Ty



ESEMPIO 4 : radici n - esime con MÈ
.

Come per y= × ? l' inversa di f :{ [ [ In con n dispari esiste ed è

IR IR
9 :p
, nry

Esempio 5 : inverse delle funzioni trigonometriche

le funzioni s : IR → IR e c : IR → IR non sono biieltive .{ x ⇒ simlx)
(
x ↳ cosa )

^

s sink )

c-
21T

^

Per quanto riguarda il seno prendiamo
la sua restrizione 1 simlx )

si :C ⇒
÷ :

-

^

arcsinlx)

÷ :c: :÷: ' ,
'

x.¢ "
si:X

1

÷÷÷÷:
il coseno

, prendiamo
C.
*

: [o
,
it] → [-1,1]↳ restrizione {
× +, cose )

Qrccoscx )

L' inversa g : [-1,1 ] → [o , a ]( è detta zrcocoseno ( arcos )µ .

÷:
"

::÷: .
IT i

- i
2 i

- a



Infine per quanto ~

riguarda la tangente ,

:* : ÷
.

L' inversa di É è arcion : IR → [E. E ] ed è chiamata arcotangente
zrctanlxl è l' unico angolo in te , f) la cui tangente vale × .

itanlxi.fi#if
Attenzione : risoluzione di equazioni trigonometriche con le funzioni inverse

.

Sia y E [ - a. a] . Consideriamo l' equazione simlx ) - y .

La soluzione compresa nell' intervallo [I if ] è × = arcsinnly) .

Pero' in IR ci sono altre infinite soluzioni

^

I
l

l
'

laifa¥p p i

+= -7¥ ⇒resi ferrea.
i sinlx)

soluzioni : Xe arcsin (y) t 2kt con KEZ

× = F- anctimly ) t 2kt con KE 2



Sia y E E- 1,2] . Consideriamo l' equazione cosix ) - y .

La soluzione compresa nell' intervallo [ 0 , ti] è X = arcos ( y) ,

la IR ci sono altre infinite soluzioni

= - zrcosiy) Ezra
!

×> at - zrccosly )

soluzioni : Xe Zrccos (y ) t 2kt con KEZ

× = - archos ( y ) + ZKIT Con KE 2



Esercizio : Disegnare il grafico ,
trovare dominio e immagine , limiti rilevanti e inversa di

f-(x ) = X-5

Xt 3

Svolgimento : Dom = ( - io
,
- 3) ul-3.tn )

.

Per disegnare il gratia scrivo flxt come × ¥ = } - ¥, = 1- 8
XD

• disegno facile ¥ fzlxt -_¥,
= falxts ) facile -1- = - fzlx)

Xtr

1 ,
n n

.

. ÷ .

i i
!

fnlxl = - ¥
,

srfslx) ^ flx) = fault 1 = 1 . 8
1 Xts

- _
9

[
e

[
+

In(f) = ( - no
,
a) via

,
tu )

l'm flx) = o l'm flx) = tuo

X -1 - io × -1 - 3-

lim flxl = O lim flxl =
- io

+→ tuo + → -st

l'm flat non esiste
+→ -3

Calcoliamo ora l' inversa di f : Dom(f) → l- io
,
a) u ( sit - )

y = X -5 Con Xf -3
X -13

(Xt3) y = X - 5 Xy - Xe - 3g -5 Xly -a) = -3g -5 Xe - 39 -5 con y # 1

y - e

l' inversa g è : g :{ f- a. a) visita ) → C- io
.

-3)ul-s .tn)

Y → -3g-5

y - 1



Esercizio : trovare l' inversa di y - finta ètlè
Svolgimento : In (f) = Coito ) . Cerchiamo l' inversa di f : IR

→ lato){ x ⇒ èthè

Chiamo è = t
, quindi è" the = Etht

y = Et ut

Etat - y = o t =
- rt 4 ty

C- = -2 - ht Y

,
>o infatti lity > o quando Y > °

Sostituisco t can è : è = -2 tu ⇒ + = logfzthtyt )
↳
so poiche' y> o

è = - z - 4 ty nessuna soluzione
→
LO

quindi e- logfzthtyt )
l' inversa è g : lo.tn ) → IR{

y → logfzthtyt )

Esercizio : Calcolare l' inversa di f { Et, o] → f-a. a]
X ↳ cosa

In rosso è rappresentato il grafico di f- e in viola il grafico della sua inversa ( una volta

scambiati i ruoli di xey ) .

Chiamo
g
l'inversa di f

^ - -

htt

1 1

.

' e#È È
- It - tt

Se lo andiamo a confrontare con il grafico dell' arco coseno vediamo
che giy) = - aeccoicyt .

Potevamo risolvere l' esercizio anche nel seguente modo :

Y = COSA) con XE [-it
,
o ]

.

Chiamo te - X
, quindi te [o , it ]

←
stiamo usando la definizione di ricolsero

y = cosa ) = cost - t ) ;
colti ⇒ t = areas ( y)

poiché io ⇒ - X = ouccosly)

coseno è una e dunque X = - ouccosly) è l' inversa cercata
.

funzione pari


