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La fillotassi è la disposizione caratteristica, e costante per ogni specie vegetale, secondo cui le foglie si inseriscono sui rami, o secondo cui si dispongono i semi o gli stami di alcuni fiori. Uno dei problemi aperti della botanica è capire quali sono i meccanismi della fillotassi, e come mai alcune disposizioni sono in natura molto più comuni di altre. 

La fillotassi dei fiori ha sempre affascinato i matematici. L’esempio più famoso in assoluto è quello dei girasoli. Esaminando la disposizione dei semi di girasole nella calatide (la tipica infiorescenza a capolino) si osservano due famiglie di spirali, composte la prima da curve ruotanti in senso antiorario, l’altra in senso orario. Ebbene: in moltissimi casi, i numeri di curve che compongono le due famiglie sono due numeri di Fibonacci consecutivi! Situazioni analoghe si verificano anche in altri fiori (vedi la Figura 1 a colori), come pure in alcuni tipi di pigne o di broccoli (vedi [1, 2]). In questo articolo, dopo aver ricordato chi era Fibonacci e cosa sono i numeri di Fibonacci, descriveremo un modello matematico che riproduce bene questo fenomeno, e infine discuteremo fino a che punto il modello può spiegare la fillotassi dei girasoli e la comparsa in natura dei numeri di Fibonacci.
1. Leonardo Pisano, detto Fibonacci

Si sa pochissimo della vita di Leonardo Pisano, detto “Fibonacci”. Non si conoscono suoi ritratti; le immagini che si trovano in letteratura o in rete, come pure la statua a lui dedicata presente a Pisa, sono ricostruzioni di fantasia. Il nome “Fibonacci” gli è stato probabilmente attribuito nel Settecento, e pubblicizzato nell’Ottocento dallo storico della matematica francese Guillame Libri, partendo dalla dicitura “filius Bonacci” presente nel “Liber Abbaci” [3, 4], il libro più famoso di Leonardo Pisano. Un altro soprannome noto, usato da Leonardo stesso in alcuni suoi scritti, è “bigollo”. A questo termine (come all’attuale “bighellone”) è usualmente attribuito il doppio significato di “viaggiatore” e “buono a nulla”; in altri contesti [5], bigollo viene assimilato a “pigollo”, che significa “trottola”. Per semplicità, in questo articolo seguiremo l’uso corrente e ci riferiremo a Leonardo Pisano chiamandolo Fibonacci. 

Fibonacci nacque a Pisa, intorno al 1170, e morì sempre a Pisa nei dintorni del 1245. Queste date sono molto approssimative; non ci sono documenti che permettono di determinarle con precisione. Si sa invece con certezza che la prima edizione della sua prima opera matematica, il Liber Abbaci, fu completata nel 1202, e che nel 1240 la città di Pisa gli attribuì un onorario annuale di 20 denari pisani, più le spese, quale uomo “riservato e colto (…) eccellente in scienze”, per i servizi contabili resi al Comune [6]. 

Il padre Guglielmo Bonacci fu inviato in Algeria intorno al 1192, a Bugia (in seguito Bougie, e ora Bejaia), per rappresentare i mercanti pisani nel commercio di materie prime per la produzione di pellicce e cuoio, due delle principali industrie della repubblica marinara di Pisa, e si fece raggiungere dal figlio. Questo permise a Fibonacci di conoscere e studiare la cultura scientifica araba, la più avanzata dell’epoca e vera erede della conoscenza ellenistica. In particolare, poté vedere applicata la notazione decimale indo-araba, e constatare sul campo quanto fosse più comoda e versatile della numerazione romana adoperata comunemente in Europa all’epoca.  

Prima a seguito del padre e poi indipendentemente, Fibonacci viaggiò molto, ampliando le proprie conoscenze delle tecniche e problematiche mercantili e, soprattutto, della matematica ellenistica come sviluppata dalla scuola araba. Rientrato a Pisa verso il 1200, si dedicò alla stesura del suo libro più noto, il Liber Abbaci [3, 4], completato nel 1202 e rivisto e ampliato nel 1228.  La prima parte del Liber Abbaci è dedicata alla numerazione decimale arabo-indiana, descritta con dovizia di particolari e applicata a numerosi problemi commerciali e di ragioneria (ora) elementare. Pur non essendo il primo libro apparso in Europa sull’argomento, né il più influente (occorse almeno un altro secolo prima che la notazione araba venisse largamente accettata in Europa: ancora nel 1299 i mercanti fiorentini proibivano l’uso dei numeri arabi per le contrattazioni ritenendoli troppo facilmente modificabili, pochi tratti di penna erano sufficienti a trasformare 1000 in 1999), fu sicuramente uno dei più completi.

Dal punto di vista matematico, la seconda parte del Liber Abbaci è ben più interessante, e discute temi di natura più teorica, dall’estrazione delle radici quadrate e cubiche a problemi di teoria dei numeri, esponendo in maniera autonoma tecniche elaborate dalle scuole ellenistiche, indiana e araba.

Pur essendo il più famoso, il Liber Abbaci non è l’unico testo matematico scritto da Fibonacci. Il suo lavoro più importante è il Liber Quadratorum [3, 7], del 1225, dedicato a questioni di teoria dei numeri; partendo dai lavori classici di Diofanto, Fibonacci discute numerose tecniche per ricavare soluzioni intere di equazioni quadratiche in due o più incognite, proponendo metodi in parte derivati da fonti precedenti ma in parte anche del tutto originali. 

Altre sue opere giunte fino a noi sono il Practica Geometriae (1220), un’esposizione rigorosa di alcune parti degli Elementi di Euclide; e il Flos (ca. 1225),  contenente le soluzioni di alcuni problemi di teoria dei numeri propostigli da Johannes di Palermo, matematico della corte dell’imperatore Federico II, protettore delle arti e delle scienze e estimatore delle opere di Fibonacci. Sono invece andati perduti il De minor guisa, trattato di aritmetica commerciale, e un suo commento al Libro X degli Elementi di Euclide.

Fibonacci, come matematico, fu decisamente in anticipo sui tempi (tanto che fino al Settecento molti storici della matematica lo postdatavano di due secoli… [8]); per trovare un altro matematico europeo con un’analoga padronanza della geometria e dell’algebra classica bisogna aspettare quasi duecento anni. Ironia della sorte, la fama odierna di Fibonacci non è legata ai suoi risultati originali, ma a un esercizio secondario, tratto da fonti precedenti, in cui sono implicitamente introdotti i numeri oggi chiamati “di Fibonacci”. 

Maggiori dettagli sulla vita e le opere di Fibonacci  si possono trovare in [1, 9, 10].

2. 
Il Capitolo 12 del Liber Abbaci contiene il seguente problema, che introduce i numeri a cui il nome di Fibonacci è ormai irrevocabilmente legato:

Un uomo mette una coppia di conigli in un luogo recintato da un muro. Quante coppie di conigli saranno generate in un anno dalla prima coppia se si suppone che ogni mese ciascuna coppia generi una nuova coppia che richiede due mesi per diventare fertile?

Se supponiamo che (nessun coniglio muoia e che) anche la prima coppia abbia bisogno di due mesi per diventare fertile,  allora il numero di coppie di conigli presenti nel mese n è uguale al doppio del numero delle coppie di conigli già presenti nel mese 
[image: image1.wmf] (in quanto ciascuna di queste coppie ne genera un’altra) più il numero di coppie di conigli nate nel mese 
[image: image2.wmf] (che non sono ancora fertili). Se indichiamo con 
[image: image3.wmf] il numero di coppie di conigli presenti nel mese n,  e  notiamo che il numero di coppie di conigli nate nel mese 
[image: image4.wmf] è uguale alla differenza 
[image: image5.wmf], troviamo 
[image: image6.wmf], cioè



[image: image7.wmf]
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In particolare, 
[image: image8.wmf] 
[image: image9.wmf] 
[image: image10.wmf] e così via fino a 
[image: image11.wmf] (Fibonacci suppone invece che la prima coppia di conigli inizi a figliare fin dal primo mese, per cui risparmia due mesi e ottiene come risposta 
[image: image12.wmf])

Fibonacci non attribuì alcun valore particolare alla successione 
[image: image13.wmf], che del resto era già comparsa in lavori di matematici indiani quali Gospala (prima del 1135) e Hemachandra (ca. 1150); vedi [11]. La successione 
[image: image14.wmf]comparve diverse altre volte nei secoli successivi, in vari contesti, ma fu solo il matematico francese Edouard Lucas [12], nella seconda metà del diciannovesimo secolo, a iniziarne uno studio sistematico, e a battezzare numeri di Fibonacci i numeri Fn (e successione di Fibonacci l’intera successione). I primi 
[image: image15.wmf] numeri di Fibonacci sono:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946, 17711, 28657, 46368, 75025, 121393, 196418, 317811, 514229, 832040, 1346269, 2178309, 3524578, 5702887.

I numeri di Fibonacci godono di un numero impressionante di proprietà speciali, la maggior parte delle quali tutt’altro che evidenti. Mi limito a citarne qualcuna,  scelte fra le più elementari ed espressive, rimandando a [1, 13, 14] per una trattazione più completa.

1. La somma del quadrato di due numeri di Fibonacci consecutivi è un numero di Fibonacci: 



[image: image16.wmf]
2. Ogni terzo numero di Fibonacci è divisibile per 
[image: image17.wmf] ogni quarto numero di Fibonacci è divisibile per 
[image: image18.wmf] e in generale ogni k-esimo numero di Fibonacci è divisibile per 
[image: image19.wmf]
3.  Le cifre finali dei numeri di Fibonacci si ripetono a cicli di 60, le ultime due cifre si ripetono a cicli di 300, le ultime tre cifre a cicli di 1500, le ultime quattro cifre a cicli di 15000, le ultime cinque cifre a cicli di 150000, e così via.
4. Il quadrato di un numero di Fibonacci differisce dal prodotto dei numeri di Fibonacci precedente e successivo per un’unità:


[image: image20.wmf]
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Quest’ultima proprietà permette di realizzare un apparente paradosso geometrico. Prendiamo un quadrato di lato 
[image: image21.wmf] (o, più in generale, di lato 
[image: image22.wmf]), e suddividiamolo in due triangoli rettangoli e in due trapezi rettangoli come indicato in Figura 1.(a): i due triangoli rettangoli hanno cateti di lunghezza 8 e 
[image: image23.wmf](o, più in generale, di lunghezza 
[image: image24.wmf]e
[image: image25.wmf]), mentre i due trapezi rettangoli hanno altezza 
[image: image26.wmf] (cioè 
[image: image27.wmf]), e basi di lunghezza 3 e 5 (cioè 
[image: image28.wmf]e 
[image: image29.wmf]). 

Sistemiamo ora i triangoli e i trapezi, accostandoli senza sovrapporli, come in Figura 1.(b), in modo da ottenere un rettangolo di lato minore 5 (cioè 
[image: image30.wmf]), e lato maggiore 13 (cioè 
[image: image31.wmf]). Ovviamente l’area di ciascun triangolo e di ciascun trapezio non è cambiata, per cui il rettangolo e il quadrato dovrebbero avere la stessa area. Invece, il rettangolo ha area 
[image: image32.wmf] (cioè 
[image: image33.wmf]), mentre l’area del quadrato è 
[image: image34.wmf] (cioè 
[image: image35.wmf])!

[image: image36.jpg](a) (b)




Figura 1. Il paradosso di Fibonacci. (a) 
[image: image37.wmf] (b) 
[image: image38.wmf]
La soluzione del paradosso consiste nel fatto che, contrariamente a quanto sembra nella figura, il trapezio e il triangolo rettangolo non sono disposti lungo la diagonale del rettangolo. Per esempio, la tangente dell’angolo del triangolo rettangolo in basso a destra in Figura 1.(b) è 3/8, mentre la tangente dell’angolo della diagonale del rettangolo è 5/13, con una differenza di 1/104, piccola ma non nulla. Quindi in realtà fra la zona bianca e la zona grigia nella Figura 1.(b) si trova un (sottile) spazio vuoto, che dà ragione dell’unità d’area mancante. Più in generale, partendo da un quadrato di lato 
[image: image39.wmf] la tangente dell’angolo del triangolo in basso a destra è 
[image: image40.wmf] mentre quella della diagonale del rettangolo è 
[image: image41.wmf]; la differenza risulta essere


[image: image42.wmf]
grazie a (2.2)

, e quindi sempre più trascurabile al crescere di n. 

3. 
In realtà, la fillotassi del girasole non è guidata direttamente dalla successione di Fibonacci, ma da un numero a essa strettamente legato: la sezione aurea. Infatti, come vedremo nella prossima sezione, i numeri di Fibonacci compaiono nella fillotassi perché forniscono la migliore approssimazione razionale della sezione aurea. Per spiegare cosa intendiamo con questa frase, introduciamo prima di tutto la sezione aurea (con un giochetto tipografico).

Abbiamo visto che i numeri di Fibonacci soddisfano la relazione 
[image: image43.wmf] Trasformiamo ora gli indici in esponenti, e chiediamoci se esiste un numero 
[image: image44.wmf] (non nullo!) tale che 
[image: image45.wmf]. Dividendo per 
[image: image46.wmf] otteniamo



[image: image47.wmf]
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Questa equazione ha una sola radice positiva, la sezione aurea



[image: image48.wmf]
La sezione aurea 
[image: image49.wmf] è un numero irrazionale con innumerevoli proprietà (vedi [1, 15]). Per esempio, si ottiene come limite di radici quadrate:



[image: image50.wmf]
Ben più interessante per noi è il fatto che 
[image: image51.wmf] si ottiene anche come limite di frazioni:



[image: image52.wmf]
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come vedremo, questa formula ha come conseguenza il fatto che la sezione aurea è il numero irrazionale peggio approssimabile dai razionali.

Sia 
[image: image53.wmf]un numero (irrazionale) positivo qualsiasi. Dato un numero naturale q, vogliamo trovare un numero naturale p tale che
[image: image54.wmf]disti da x il meno possibile. Siccome i numeri razionali con denominatore q suddividono la retta reale in segmenti di lunghezza 
[image: image55.wmf], esiste un unico numero naturale p tale che si abbia



[image: image56.wmf]
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diremo che 
[image: image57.wmf]è la migliore approssimazione razionale di x con denominatore q.

Chiaramente, più grande è q migliore è l’approssimazione di x data dalla migliore approssimazione razionale di x con denominatore q. Voglio ora descrivere un algoritmo che permette di ricavare migliori approssimazioni razionali di x con denominatore arbitrariamente grande. Dato 
[image: image58.wmf], indichiamo con 
[image: image59.wmf] la parte intera di x,  e con 
[image: image60.wmf] la parte frazionaria di x, in modo da avere 
[image: image61.wmf]. Se 
[image: image62.wmf] (cioè se x non è un numero intero),  poniamo 
[image: image63.wmf] e 
[image: image64.wmf], e procediamo per induzione: se 
[image: image65.wmf]poniamo 
[image: image66.wmf] e 
[image: image67.wmf]. In questo modo possiamo scrivere x  nella forma seguente:



[image: image68.wmf]
Se x è razionale prima o poi si ottiene 
[image: image69.wmf] e l’algoritmo termina. Se invece x è irrazionale, questo algoritmo non si arresta mai, e otteniamo l’espansione di x in frazione continua: 



[image: image70.wmf]
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Per semplicità, abbrevieremo 
(3.4)

 scrivendo  GOTOBUTTON ZEqnNum298162  \* MERGEFORMAT .

Se tronchiamo l’espansione in frazione continua di x  al livello n otteniamo una migliore approssimazione razionale di x. Infatti, posto



[image: image72.wmf]
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si può dimostrare (vedi [16]) che



[image: image73.wmf]
per cui la frazione continua troncata 
[image: image74.wmf]è la migliore approssimazione razionale di x  con denominatore 
[image: image75.wmf] Siccome vedremo fra un attimo che 
[image: image76.wmf]per n che tende all’infinito, abbiamo trovato un algoritmo che produce approssimazioni razionali arbitrariamente buone di x.
Ora, qual è il numero x peggio approssimabile dai razionali tramite questo algoritmo?  È quello per cui la successione 
[image: image77.wmf]tende a zero più lentamente. Siccome ([16]) si ha



[image: image78.wmf]
il numero x per cui la successione 
[image: image79.wmf]tende a zero più lentamente è quello per cui la successione 
[image: image80.wmf]tende a zero più lentamente, cioè quello per cui la successione 
[image: image81.wmf]tende all’infinito più lentamente. Ma per 
[image: image82.wmf] si può dimostrare ([16]) che  i denominatori 
[image: image83.wmf] soddisfano le condizioni 
[image: image84.wmf] 
[image: image85.wmf] e 



[image: image86.wmf]
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per ogni 
[image: image87.wmf]. Siccome 
[image: image88.wmf]per ogni n, ricordando (2.1)

 otteniamo 



[image: image89.wmf];

in particolare, 
[image: image90.wmf]per n che tende all’infinito. Quindi il numero x per cui la successione 
[image: image91.wmf]cresce più lentamente è per cui 
[image: image92.wmf] per ogni n. Ma questo accade se e solo se 
[image: image93.wmf] per ogni n; dunque 
[image: image94.wmf] cioè 
[image: image95.wmf] grazie a (3.2)

. Riassumendo, in questo senso, la sezione aurea è il numero irrazionale peggio approssimabile dai razionali.

Quali sono le migliori approssimazioni razionali del numero peggio approssimabile dai razionali? Per scoprirlo, ci basta trovare i numeratori delle frazioni continue troncate. Non è difficile vedere ([16]) che i numeratori  
[image: image96.wmf] soddisfano le condizioni
[image: image97.wmf] 
[image: image98.wmf] e 



[image: image99.wmf]
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In particolare, se 
[image: image100.wmf]allora 
[image: image101.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image102.wmf] e 
[image: image103.wmf], per cui 
[image: image104.wmf], e  le migliori approssimazioni razionali del numero peggio approssimabile dai razionali sono i quozienti 
[image: image105.wmf]di numeri di Fibonacci consecutivi. Nella prossima sezione vedremo che questo è il motivo della comparsa dei numeri di Fibonacci nella fillotassi dei girasoli.

4. Il girasole di Fibonacci

Un modello matematico che si rispetti deve sempre partire da dati biologici (o chimici, fisici, ecc.) della situazione che vuole descrivere. Nel caso della fillotassi del girasole (o di altri fiori),  ci serve sapere tramite quale meccanismo il fiore si forma.

Studi biologici (riassunti in [17, 18]) mostrano che la parte attiva del fiore, quella in cui avviene la crescita vera e propria, è una zona circolare (detta apice) posta al centro. Sul bordo dell’apice si formano i primordi, che poi si sviluppano fino a diventare semi, stami, foglie, o cos’altro vogliono essere da grandi. Ciascun primordio nasce ruotato rispetto al precedente di un angolo 
[image: image106.wmf] (detto angolo di divergenza). Nel caso dei fiori, che hanno uno sviluppo essenzialmente bidimensionale, un primordio crescendo per farsi spazio sposta verso l’esterno i primordi più anziani a lui vicini; di conseguenza, i primordi sono disposti lungo una stretta spirale detta spirale generatrice. Le spirali più larghe, enumerate dalla successione di Fibonacci, dette parastichi, sono soltanto un sorprendente effetto ottico, che in un certo senso rende esplicita la struttura matematica soggiacente alla distribuzione dei primordi.

Lo sviluppo geometrico del fiore dipende quindi da tre fattori: l’angolo di divergenza, la forma dei primordi, e come un nuovo primordio sposta  i precedenti. Un modello matematico deve quindi fare delle ipotesi esplicite su questi fattori, ipotesi possibilmente compatibili con la realtà biologica. Dobbiamo quindi descrivere le ipotesi che caratterizzano il nostro modello. Vale la pena di sottolineare fin da subito che (contrariamente a uno dei modelli più noti [19]) il nostro sarà un modello dinamico, cioè un modello che descrive la crescita del fiore nel tempo, e non un modello statico, che descrive la struttura del fiore completo indipendentemente da come si è sviluppato. Nel CD-Rom allegato si trova una rappresentazione animata dello sviluppo di un fiore ottenuto con questo modello.

Cominciamo con l’angolo di divergenza 
[image: image107.wmf]. A priori, potrebbe variare nel tempo; per fortuna, l’evidenza biologica mostra che questo non accade. Probabilmente perché la nascita dei primordi è regolata anche a livello cellulare dall’iterazione di uno stesso processo, l’angolo di divergenza è sostanzialmente costante nel tempo. Quindi la nostra prima ipotesi consiste nel rimuovere il “sostanzialmente”:

– supporremo l’angolo di divergenza 
[image: image108.wmf] costante in tutto il processo.

I primordi nascono e crescono; ma l’ipotesi che l’unica parte attiva dello sviluppo del fiore sia l’apice implica che, una volta maturi e allontanati dal centro, la forma di ciascun primordio è sostanzialmente costante (almeno nel periodo di tempo che ci interessa). Con una semplificazione un poco più spinta possiamo anche assumere che tutti i primordi maturi abbiano (sostanzialmente…) la stessa forma, in quanto prodotti dallo stesso processo. Inoltre, siccome il tempo di maturazione di un primordio è trascurabile rispetto al tempo di vita del fiore, ed è più o meno lo stesso per tutti i primordi, supporremo che ogni primordio nasca già maturo. Più precisamente, useremo un modello a tempo discreto: il modello non varierà in modo continuo ma solo in istanti discreti, corrispondenti alla nascita di un nuovo primordio. L’intervallo fra un istante di tempo e il successivo sostituisce la maturazione del primordio, che avviene per così dire dietro le quinte.

Dobbiamo fare anche delle ipotesi sulla forma del primordio maturo. Per semplicità, e in quanto non troppo distante da ciò che avviene in natura, supporremo che i primordi maturi siano dei cerchi di raggio costante e uguale per tutti i primordi; a meno di cambiare unità di misura, possiamo anche assumere che siano di raggio unitario. Riassumendo, ecco le nostre ipotesi sul secondo fattore:

– i primordi sono dei cerchi di raggio unitario uguale per tutti i primordi, e il primordio j-esimo nasce all’istante j-esimo già maturo e con centro sul bordo dell’apice (anch’esso di forma circolare).

Rimane da stabilire il meccanismo con cui la nascita di un nuovo primordio sposta i precedenti. Di nuovo, l’ipotesi che l’unica zona attiva sia l’apice implica che ogni spostamento dev’essere conseguenza solo di quanto accade al centro; in altre parole, i primordi maturi si spostano solo per fare spazio al nuovo primordio. Siccome la dimensione del primordio maturo è molto maggiore di quella dell’apice, possiamo supporre che la nascita di un nuovo primordio modifichi la posizione di tutti i primordi precedenti. Più precisamente, se identifichiamo la posizione di ciascun primordio con le coordinate polari 
[image: image109.wmf] del suo centro (e ovviamente abbiamo messo l’origine nell’apice), possiamo supporre che lo spostamento non dipenda dall’angolo 
[image: image110.wmf] ma solo dalla distanza r del centro del primordio dal centro dell’apice. A priori, lo spostamento causato potrebbe ridursi con l’allontanarsi dall’apice, cioè col crescere di r. Per i nostri scopi sarà però sufficiente un modello molto più semplice, in cui supporremo che

– la nascita di un nuovo primordio sposta radialmente tutti i primordi precedenti verso l’esterno di una distanza costante d.

In altre parole, la nascita di un nuovo primordio ha l’effetto di spostare il centro di un primordio di coordinate polari 
[image: image111.wmf] nel punto di coordinate polari 
[image: image112.wmf].

Dunque il nostro modello è completamente determinato dall’angolo di divergenza 
[image: image113.wmf], dallo spostamento d, e dal numero di primordi nel fiore. Come vedremo, la geometria della disposizione dei primordi sarà principalmente determinata da 
[image: image114.wmf], mentre quali spirali sono visibili dipenderà anche dal numero dei primordi.

Per capire la geometria del fiore descritto dal nostro modello, numeriamo i primordi in funzione di quando sono nati, in modo che il j-esimo primordio nasca all’istante j (con j = 0, 1, 2, …). Sistemiamo gli assi coordinati in modo che il primo primordio nasca con centro nel punto di coordinate polari 
[image: image115.wmf], dove 
[image: image116.wmf] è il raggio dell’apice. Allora le coordinate polari 
[image: image117.wmf] del j-esimo primordio all’istante n sono date dalla formula


[image: image118.wmf]
con 
[image: image119.wmf]. In particolare, all’istante n il fiore contiene 
[image: image120.wmf] primordi. Chiameremo (
[image: image121.wmf],d,n)-fiore la configurazione prodotta dal modello con parametri  
[image: image122.wmf] e d all'istante n.
Se 
[image: image123.wmf] è razionale, diciamo 
[image: image124.wmf], con p e q relativamente primi, allora i primordi si dispongono a raggiera lungo q semirette uscenti dall’origine (vedi la Figura 2): il j-esimo primordio cade sulla semiretta di angolo 
[image: image125.wmf], dove 
[image: image126.wmf]= j mod q  è il resto di j  diviso per q. Chiaramente, non è questo che accade in natura; quindi d’ora in poi supporremo che l’angolo di divergenza 
[image: image127.wmf] sia un multiplo irrazionale di 
[image: image128.wmf].

Essere irrazionale non basta, però. Per esempio, la Figura 3 mostra un 
[image: image129.wmf]-fiore, che è ben lontano dal riprodurre anche vagamente la disposizione dei primordi in un qualsiasi fiore naturale. Notiamo però che compaiono delle spirali, 7, ruotanti in senso orario, che invece erano completamente assenti nel caso razionale.

Il problema in entrambi questi casi è che i primordi così ottenuti non sono disposti in maniera efficiente: invece di occupare uniformemente lo spazio a disposizione si accumulano in alcune zone lasciando completamente libere altre. Questo capita in maniera particolarmente evidente quando 
[image: image130.wmf] è razionale; si è quindi spinti a pensare che la scelta migliore di 
[image: image131.wmf] sia quella più lontana possibile dai razionali. Quanto visto nella sezione precedente suggerisce quindi di provare con 
[image: image132.wmf] uguale alla sezione aurea 
[image: image133.wmf]; un possibile risultato lo vediamo nella Figura 4. L’aspetto è molto più realistico, e possiamo facilmente identificare 
[image: image134.wmf] spirali che ruotano in senso orario, e 
[image: image135.wmf] spirali che ruotano in senso antiorario. Un ulteriore esempio dell’efficacia del modello è mostrato nelle figure a colori. In Figura 1 a colori vediamo una foto ravvicinata degli stami di una margherita (Echinacea purpurea), mentre la Figura 2 a colori contiene un 
[image: image136.wmf]-fiore. La distribuzione dei primordi nei due casi è assolutamente identica! In entrambi i casi si vedono 
[image: image137.wmf] spirali che ruotano in senso antiorario, e 
[image: image138.wmf] spirali che ruotano in senso orario.
[image: image139.wmf]              [image: image140.wmf]
Figura 2. Un (2/5, 0.2, 200)-fiore.                        Figura 3.  Un 
[image: image141.wmf]-fiore.

[image: image142.wmf]    [image: image143.wmf]
Figura 4. Un 
[image: image144.wmf]-fiore.               Figura 5. Un 
[image: image145.wmf]-fiore.

Ovviamente, quanto detto nel paragrafo precedente è ben lontano dallo spiegare perché l’angolo di divergenza 
[image: image146.wmf] (o altri angoli a esso legati) compaia in natura. Una possibile spiegazione è proposta in [20] dove, partendo da un modello lievemente più sofisticato del nostro, si dimostra che l’angolo di divergenza 
[image: image147.wmf] è effettivamente quello che realizza, in un senso molto preciso, la distribuzione più efficiente dei primordi, con un’occupazione uniforme e più densa possibile dello spazio disponibile. Un’altra spiegazione è proposta in [21], dove si suggerisce che l’angolo di divergenza  
[image: image148.wmf] minimizzi l’entropia (opportunamente definita) dei primordi.

Ritorniamo al nostro modello. Una prima osservazione è che la struttura geometrica di un (
[image: image149.wmf],d,n)-fiore dipende in maniera molto instabile da 
[image: image150.wmf]; si guardi per esempio il 
[image: image151.wmf]-fiore rappresentato in Figura 5.

Il punto è che la struttura geometrica del (
[image: image152.wmf],d,n)-fiore dipende principalmente dall’espansione di 
[image: image153.wmf] in frazione continua, e non dalla sua rappresentazione decimale. 

Sia 
[image: image154.wmf] la migliore approssimazione razionale di 
[image: image155.wmf] con denominatore
[image: image156.wmf], data da un’espansione in frazione continua troncata. Allora il centro del 
[image: image157.wmf]-esimo primordio ha un angolo uguale a 
[image: image158.wmf], in valore assoluto minore di 
[image: image159.wmf], grazie a (3.6). Più in generale, per ogni k = 0,…, 
[image: image160.wmf]–1 e ogni numero naturale j il (j
[image: image161.wmf]+k)-esimo primordio è ruotato rispetto al ((j–1) 
[image: image162.wmf]+k)-esimo primordio del solito angolo 
[image: image163.wmf]; inoltre, la differenza in distanza dall’origine è d
[image: image164.wmf], indipendente da j. Dunque la famiglia dei  (j
[image: image165.wmf]+k)-esimi primordi al variare di j forma una spirale, tanto più evidente quanto più piccolo è 
[image: image166.wmf]. Inoltre, la spirale ruota in senso antiorario se 
[image: image167.wmf] è positivo, in senso orario altrimenti.

Quali spirali effettivamente si vedono dipende però anche dal numero di primordi disponibili. Infatti, il ragionamento precedente mostra che l’approssimazione 
[image: image168.wmf] genera 
[image: image169.wmf] spirali, ognuna delle quali contenente circa 
[image: image170.wmf] primordi. Quindi perché la spirale si veda occorre che 
[image: image171.wmf] sia abbastanza grande (diciamo almeno 10), per cui 
[image: image172.wmf] non può essere troppo grande. Ma d’altra parte non può neppure essere troppo piccolo. Infatti, si vede facilmente che il passo della spirale è dell’ordine di 
[image: image173.wmf], mentre il raggio del fiore è circa nd. Quindi il passo della spirale è dell’ordine di 
[image: image174.wmf] del raggio del fiore, per cui se 
[image: image175.wmf] è troppo grande (diciamo maggiore di 20) allora la spirale è talmente densa da non essere distinguibile. L’azione combinata di questi due fattori ha come conseguenza che solo di rado sono visibili più di due famiglie di spirali; inoltre, siccome si può dimostrare che l’errore 
[image: image176.wmf] è alternativamente positivo e negativo, le due famiglie di spirali ruotano in senso opposto.

Siamo ora in grado di spiegare la struttura geometrica delle Figure 3, 4 e 5. Lo sviluppo in frazione continua di 
[image: image177.wmf] è 
[image: image178.wmf],  da cui ricaviamo 
[image: image179.wmf] e 
[image: image180.wmf]. Siccome 
[image: image181.wmf], nella Figura 3 è visibile solo una famiglia di spirali, composta da 
[image: image182.wmf] elementi che ruotano in senso orario perché 
[image: image183.wmf] è negativo.

Nella Figura 4 abbiamo n = 500; siccome 
[image: image184.wmf], le famiglie composte da 
[image: image185.wmf]spirali con 
[image: image186.wmf] non sono visibili perché composte da troppo pochi primordi. D’altra parte, 
[image: image187.wmf], per cui le famiglie composte da 
[image: image188.wmf] spirali con 
[image: image189.wmf]non sono visibili perché troppo dense. Rimangono le famiglie composte da 
[image: image190.wmf] e da 
[image: image191.wmf]spirali, che si vedono bene; con un po’ di fatica nel centro si  distingue anche la famiglia composta da  
[image: image192.wmf] spirali. Nella Figura 2 a colori abbiamo invece n = 1000,  e conti analoghi mostrano come siano visibili solo le famiglie composte da 
[image: image193.wmf] e 
[image: image194.wmf]spirali (e con molta fatica quella composta da 
[image: image195.wmf] spirali).

Infine, lo sviluppo in frazione continua di 
[image: image196.wmf]è 
[image: image197.wmf], per cui 
[image: image198.wmf], 
[image: image199.wmf]e 
[image: image200.wmf]. Siccome nella Figura 5 abbiamo n = 500 la famiglia composta da 241 spirali non è visibile. Invece, 
[image: image201.wmf], per cui la famiglia composta da 3 spirali è ben visibile.
5. Conclusioni
Nella sezione precedente abbiamo descritto un modello dinamico molto semplice per la generazione di fiori con struttura analoga a quella del girasole. Tramite questo modello abbiamo verificato come la struttura geometrica del fiore dipenda principalmente dall’angolo di divergenza, o, più precisamente, dall’espansione in frazione continua dell’angolo di divergenza. Quello che il modello non spiega è perché la natura prediliga in maniera così evidente la sezione aurea (e alcuni altri angoli, detti nobili, che sono quelli il cui sviluppo in frazione continua è definitivamente uguale a quello della sezione aurea) come angolo di divergenza. Come accennato sopra, ci sono molti motivi matematici per preferire la sezione aurea ad altri angoli: la distribuzione dei primordi è più efficiente. Solo che l’efficienza è verificata, per così dire, a posteriori, a fiore già completo: quello che a mia conoscenza manca ancora (vedi [22] per un interessante confronto di diversi altri modelli) è la comprensione del meccanismo biologico che spinge l’unica parte attiva nella crescita del fiore (l’apice centrale) a generare primordi ruotati di questo angolo speciale.  

L’impressione quindi è che, mentre sono piuttosto avanzati sia la descrizione botanica del processo sia la comprensione matematica delle motivazioni che portano alla maggiore efficienza della sezione aurea su altri angoli, manchi ancora il collegamento che spieghi come la biologia della pianta realizzi l’ottimizzazione matematica. 

Riassumendo, abbiamo visto in piccolo la sfida che si propone ogni volta che si vuole costruire un modello matematico di un sistema biologico (e non solo). La biologia descrive il cosa; la matematica, tramite il modello, tenta di spiegare il perché; ma è solo con un vero sforzo interdisciplinare che si può capire il come. E proprio lo sviluppo delle tecniche necessarie per costruire un collegamento funzionale fra biologia e matematica è probabilmente uno degli obiettivi più importanti per la scienza di questo secolo appena cominciato.
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Appendice
I disegni sono stati ottenuti usando il programma Mathematica, tranite la seguente codifica:

<< Geometry`Rotations`

Norma[v_] := 
[image: image202.wmf]
Trasf [v_, d_] := (1 + d / Norma[v]) v

punti[
[image: image203.wmf]_, d_, n_] := For [ S = {}; R = {}; i = 0, i ≤ n, i++,
    

Suno = MapThread [Trasf, {S, R}];
   

 S = Append [Suno, Rotate2D [{d, 0}, 2π i 
[image: image204.wmf]]]; R = Append[R, d]]
girasole [
[image: image205.wmf]_, d_, n_, h_] := {punti [
[image: image206.wmf], d, n], Show [Graphics [Table [
{AbsolutePointSize[4], Hue[0.25 – h* Norma [S[[i]]]], Point [S[[i]]] }, {i, 1, n + 1}], 

AspectRatio –> Automatic, Axes –> None,
PlotRange –> All, ImageSize –> 8*n*d]]}
Il comando girasole [
[image: image207.wmf], d, n, h] produce un (
[image: image208.wmf], d, n)-fiore su fondo bianco, con primordi colorati in funzione del parametro h.
Figure a colori.

[image: image209.jpg]


       [image: image210.wmf]
Figura 1. Echinacea purpurea (foto di Tim Stone)                               Figura 2. 
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